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AVERTISSEMENT. 

Les  Élèves  de  l'École  Polytechnique  ont  trouvé  jusqu'à  présent  le  précis  des  leçons 
sur  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie ,  dans  les  Feuilles  d'analyse  de  Monge  , 
et  le  Mémoire  sur  les  surfaces  du  second  degré,  imprimé  en  l'an  lo  dans  le  Journal 
de  l'Ecole.  Tous  les  exemplaires  de  ce  Mémoire  ,  tirés  à  part  lors  de  la  publication 
du  Journal ,  ayant  été  distribués  ,  MM.  Mowge  et  Hachette  ont  proposé  de  le 
remplacer  par  un  ouvrage  ayant  pour  titre  :  des  Surfaces  du  premier  ei  second  dàgré , 
le  Conseil  d'instruction,  dans  sa  séance  du  ig  pluviôse  au  i5,  a  arrêté  que  cet 
Ouvrage  ^eroit  iniprimé   pour  l'École.  /         Cj         5 
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IMPRIMERIE  DE  H.-L  PERRONNEAU. 


APPLICATION 

DE    L^ALGÈBRE 

A  LA  GÉOMÉTRIE. 


DES  SURFACES 

DU  PREMIER  ET  SECOND  DEGRÉ 


§.  I. 

DES  ÉQUATIONS  D'UN  POINT. 

I .  v^N  détermine  la  position  d'un  système  de  points  en  les  rapportant 
à  trois  plans  rectangulaires  fixes  par  rapport  à  eux  ;  on  abaisse  de 
chacun  des  points  du  système  ,  des  perpendiculaires  sur  les  plans  fixes  : 
la  longueur  de  ces  perpendiculaires  et  le  sens  dans  lequel  on  doit  les 
compter,  déterminent  la  position  relative   des  points  donnés. 

On  nomine  coordonnées  d'un  point  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  sur  les  plans  fixes  rectangulaires  ;  ces  plans  se  nommenl 
plans  des  coordonnées  ,  et  les  trois  droites  suivant  lesquelles  ils  se 
coupent ,  ajccs  des  coordonnées  ;  l'origine  des  coordonnées  est  le  som- 
met de  la  pyramide  triangulaire  formée  par  les  trois  plans  cooz'donnés. 

On  désigne  ordinaii-ement  les  coordonnées  d'un  point  d'une  sur- 
face par  les  trois  lettres  ^ ,  j  ,s;  ou  nomme  axe   des  ce  ,  celui  qui 

1 


(2) 

est  parallèle  à  la  coordonnée  ce  ;  axe  des  y ,  celui  qui  est  parallèle 
à  la  coordonnée  y  ,  et  axe  des  s,  celui  qui  est  parallèle  à  la  coordon- 
née z  ;  on  distingue  chacun  des  plans  rectangulaires  par  les  deux 
axes  qu'ils  contiennent  ;  ainsi  le  plan  des  x  y  est  celui  qui  contient 
l'axe  des  oc  et  celui  des  y ,  le  plan  des  y  z  est  celui  qui  contient 
l'axe  des  y  et  celui  des  z. 

Les  trois  plans  des  coordonnées  divisent  l'espace  en  liuit  portions; 
on  indique  celle  oii  un  point  est  situé  par  les  signes  qui  précèdent 
les  valeurs  absolues  des  coordonnées  de  ce  point  :  les  quaritités  oc  , 
y  ,  z  ,  correspondent  aux  huit  points  dont  les  coordonnées  sont  : 

-j- a: -t- J  •+•  s  ,     -\-x-^y~z,     x—y-Jirz,     —  j:-4-j-4-z, 
—  x— J4-C,    x—y  —  z,    —  X  -^y  —  z  ,     ~  x—y  ~  z. 

Les  coordonnées  d'un  point  déterminé  étant  a^  bj  c ,  les  équations 
de   ce  point  sont  : 

X  =  a  ,  y  =^b  ,   z  =.c; 

chacune  des  quantités  a  ,  b  ,  c  pouvant  être  positive  ou   négative. 


§.    Il- 
DES  ÉQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE. 

Les  équations  d'une  ligue  droite  située  dans  l'espace  expriment  la 
relation  qui  existe  entre  les  coordonnées  x ,y  ,  z  d'un  point  quelcon- 
que de  cette  droite;  supposons-la  projetée  sur  le  plan  des  xz  et  celui 
dcs^s  ,  les  projections  sont  d'autres  droites  qui  ont  pour  équations  : 

X  ^=  az-\-  et j^-  =  ^z  -}-  j3  ; 

éliminant  z  entre  ces  deux  équations  ,  l'équation  résultante  : 

bx  —  aj  ^=  boi  —  «/3 

appartient  à  la  projection  sur  le  plan  des  xj. 

Les  équations  de  ces  trois  projections  ,  dont  deux  quelconques  com- 


-  (3) 

portent  la  troisième,  sozil  aussi  les  équations  de,  la  ligne  droite  dont 
la  position  dans  l'espace  dépend  des  constantes  a,  b,  a.  ,  (3. 


Pour  avoir  les   coordonnées   des   points   ou   cette  droite  coupe   les 
trois  plans  rectangulaires  ,  il  faut  faire  successivement 
z=o,j'  =  o,  jr=o,   ce  qui  donne: 

cc=z!ic  ,j=|3,  pour  le  point  où  la  di'oilc  perce  le  plan  des  ^j"  ; 

•  a,  2iour  le  point   oij   elle  est  coupée  par  le 

-t-(3,  pour  le  point  oii  elle  rencontre  le  plan 


/3 
des  xz 

a 

^ 

plan 

'  i 

h 

■^    ■ 

a, 
a 
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= 

— 
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a 

des  2 

'  z. 

La  droite  dont  l'équation  est  x:=zaz-^x  ,  fait  avec  l'axe  des  z  un 
angle  dont  la  tangente  est  a  ;  elle  coupe  l'axe  des  oc  en  un  point  distant 
de  l'origine  des  coordonnées  d'une  quantité  égale  à  «  ,  puisqu'on  faisant 
dans  cette  équation  ,    ;;  =  o  ,   on  a   a-  =:  «. 

Soient  les  équations  de  deux  droites  situées  dans  un  même  plan,  par 
exemple  ,  celui  des  x  etz  ,  pour  la  première  droite         a:  =  uz-^  a.  ; 
et  pour  la    seconde .r=:a'z-f-«'. 

Pom-  que  ces  droites  soient  parallèles  il  faut  qu'on  ait  u'zzza  ,  et 
pour  qu'elles  soient  perpendiculaires  ,  il  fl\ut  qu'on  ait 

I  -H  aa'  =  o  ,  ou  «'= . 

a 

Les  équations  de  deux  droites  situées   dans  l'espace   étant: 

pour    la   première  x=:uz-\-  x  ,      j  =zbz-\-(i 

et  pour  la  seconde  x^^a'z-^-»' ,     j=zb'z-h(i', 

l'équation  qui  exprime  que  ces  droites  se  rencontrent  est  : 

(a'-«)(i'  — ^)  — ((3'  — (3)(a'— .«)r=0. 

Elle  résulte  de  l'élimination  de  x,j,  z  entre  les  quatre  équations  des 
deux  droites. 


(4) 

Problèmes  relatifs  a  la  ligne  droite. 

I. 

Par  un  -point  donné  dans  T espace ,  mener  une  droite  parallèle  à  une 

autre  droite  donnée? 

Les  trois  coordonnées  rectangulaires  étant  x ,  j  ,  3  ,  panni  lesquelles 
z  est  supposée  verticale  ,  soient  : 

ac=  az-\-h         j  =^  a'  z  -\-  h' 

les  équations  des  projections  de  la  droite  donnée  sur    les    plans  ver- 
ticaux ,  et   qui  donnent  pour  équation   de  la  projection  horisontale  : 

oy  —  a'jo  =  ab^  —  a'b 

Soient  a:' ,  y  ,z' ,  les  coordonnées  du  point  donné  ,  les  équations 
de   la  droite  demandée  seront  : 

oc  —  x'  =  a  {z  —  z'  ) 

y-y   =a'(z-z') 

a'  {œ  ~xi)  =a{y  —f) 

dont  deux  quelconques  produisent  la  troisième. 


Problême     II. 


Trouver  les   équations  d'une   droite  menée  par  deux  points  donnés 

dans  l'espace  ? 

Soient  ce'  .  y'  ,  z'  ,  les  coordonnées  du  premier  point  donné  j 
^ff  ^  yit  ^  _//  ^  celles  du  second  ;  la  droite  devant  passer  par  le  premier 
point  ,   ses   équations   seront  de  la  forme  : 

X  —  x'  zzi  a  {^z  —  3'  ) 

-        y-y'^h{z~zi) 


(5) 

El  parce  qu'elle  doit  passer  par  le  second,  ses  équations  seront  aiissi  : 

x  —  oc"  z=a{z  —  z") 
y  —  y"—b{z  —  z") 

Eliminant  a  et  b  entre  ces  quatre  équations  ,  on  aura  pour  équa- 
tions de  la  droite  : 

cc(z'  —  z'I  )  =  z  (x'  — a:'/  )  -H  x'V  —  ^V 

Les  coordonnées  des  deux  extrémités  d'une  ligne  droite  étant 
3c'  ,y' ,  z'  pour  la  première  ,  x''  ,y"  ,  z"  pour  la  seconde  ,  la  distance 
de  ces  deux  points,  ou  la  longueur  de  la  droite  qui  les  joint,  est: 

/(  a.'  -  ;l"  Y-^{y'  —y  /  -+-  (  3'  —  'J'  )\ 


s.  in. 

DE  L'ÉQUATION  DU  PLAN. 

Le  plan  étant  donné  par  ses  deux  traces  sur  deux  des  plans 
coordonnés ,  on  peut  le  considérer  comme  engendré  par  l'une  des 
traces  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  en  suivant  l'autre  trace. 

Soient  z:=.ajc  -\~  c  ,  et  s  =:  ^>  -4-  c,  les  équations  des  deux  traces 
données  ;  la  droite  mobile  génératrice  du  plan  ,  étant  parallèle  à  elle- 
même  et  à  la  trace  donnée  sur  le  plan  des  xz  ,  ses  équations  en  une 
position   quelconque  ,  seront  : 

Or,  elle  doit  rencontrer  la  seconde  trace  dont  les  équations  sont  : 

-      {    z-by^c)^ 
donc  on  aui'a  l'équation  de  condition  : 

è  P  -H  c  —  y; 


(6) 
d'où  il  suit  que  les  équations  de  la  générauice  du  plan  dans  une  po- 
sition quelconque   dépendante  de  |3 ,  sont  : 


éliminant  f3  entre  ces   deux   équations  ,  on  a  pour  celle  du  plan 

z  =z  ace  -^  hy  -^-  c  , 
dans  laquelle  a  el  b  sont  les  tangentes  des.  angles  que  les  traces   du 
plan  font  avec  l'axe  des  ce  el  l'axe  des  ^  /  c  est  la  coordonnée  z  cor- 
respondant  à  l'origine  des  coordonnées  ,  puisqu'on  faisant  ce  el  ^  nuls 
dans  l'équation  du  plan  ,  on  a  z  =r  c. 

Pour  introduire  dans  les  calculs  la  symétrie  qui  les  rend  plus 
faciles  et  pour  faire  disparoîlre  les  dénominateurs ,  on  pourra  mettre 
l'équation  du  plan  sous  la  forme  :  .  . 

^■icc  -+-  By  -\-  Cz  -^  D  rzz  o  , 

dans  laquelle  des   quatre  constantes    A  ,  B  ,  C ,  D ,   trois  seulement 
sont  nécessaires. 

Si  on  définit  le  plan ,  la  surface  sur  laquelle  on  peut  tracer  des 
lignes  droites  dans  tous  les  sens ,  on  peut  démontrer  que  la  surface 
ainsi  définie  a  pour  équation  celle  qu'on  vient  de  trouver  , 

.0       ;  z::=zacc-\- bjf -i- c.      .      i,    ■ 

En  effet  soient  pris  sur  ce  plan  deux  points  quelconques  ,  qui  aient 
pour  coordonnées  ,  l'un  x'  ,  y' ,  z' ,  l'autre  ce'' ,  <y" ,  z" ;  la  droite  qui 
joint  ces   deux  points  a  pour  équations  (parag.  II,  problême  2). 

^^  (,/_,//)_,  (y  _^//)=, y/ _,vy (g/). 

z(a:^—x")  —  x(z'~z'')=ce'z'f—cc^'zf (e";. 

cc(j'—^^")~r(a:'~a:'^)=yx^'—y^cc' (eW\ 

Il  s'agii  de  prouver  que  celte  droite  est  toute  entière  dans  le  plan  : 
les  deux  points  par  lesquels  elle  passe  sont  par  hypothèse  sur  le  plan  ; 
donc  on  a  : 

s' =  <7a' H-  ^j'-hc z"z=:ax"-hhj"-^c. 


(  7  ) 
Ces  doux  équations  donnent  pour  a  et  h  les  valeurs  suivantes  : 

Cl  =  z>f  -  z'\l  -  c  {y"  -y  )  :   :^'y"  -  ac'y. 
b  =  'J'x'  —  z'x'l  —  c  (  xl—  x"  )  :  x'y  —  x'iy. 

Le  plan  qui  passe  par  les  deux  points  a  donc  pour  crpialion  : 

Or  il  est  facile  de  vérifier  que  cette  équation  du  plan  est  satisfaite 
par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  ;  car  d'après 
1  équation  {e'")  ,  le  coefficient  de  c  est  nul  ;  multipliant  les  équations 
(e'),  {e")  ,  (e'")  respectivement  par  x  ,y,  z  et  les  ajoutant  ;  la  somme 
des  premiers  membres  est  nulle,  donc  la  somme  des  seconds,  qui 
forme  le  premier  membre  de  l'équation  {e")  est  aussi  nulle. 

Eu  supposant  le  plan  déterminé  par  ses  traces  sur  les  plans  des 
coordonnées  ,  on  en  a  conclu  son  équation  :  on  peut  résoudre  le  pro- 
blême  inverse  et  revenir  de  l'équation  du  plan  aux  équations  de  ses 
traces  ;  soit  cette  équation  z  =  ax-^-  hj-^c;  en  faisant  successivement 
s  =  o  ,  jy  =  o  ,  a:  =:  o  ,  les  équations  qu'on  obtient 

\ax  -V-  ^>'  -<-  c  =  o  5   \  3  r=  ax  -l-c,    \z=^  hy  -j^c  , 

sont  celles  des  traces  du  plan  proposé  sur  les  plans  des  xy ,  des  xz 
des  yz  ;  l'équation  d'une  droite  située  dans  un  des  plans  coordonnés 
est  aussi  celle  d'un  plan  passant  par  cette  di'oite  et  perpendiculaire  au 
plan  des  coordonnées  qui  la  contient  ;  lorsqu'un  plan  est  perpendicu- 
laire à  un  des  axes,  par  exemple,  à  celui  des  j: ,  on  a  pour  son  équation  : 

ar=:  constante. 

y:=:(i,  z=y,  sonl  Ics  équations  de  deux  autres  plans  perpendicu- 
laires l'un  à  l'axe  des^,  l'autre  à  l'axe  des  z. 


Faisant  successivement  dans  l'équation  d'un  plan 

|c  =  o|      rr=o^  |^-  =  o) 

\y==o}'     {z  —  oj'  Xx^oj' 

les  valeurs  qu'on  obtient  pour  x  ,y  ,  z  ,  sont  les  distances  de  l'origiu? 


(8) 
des  coordonnées  aux  points  de  rencontre  du  plnn  avrc  les  axes  des 
coordonnées  ;    soit  l'équation  du  plan  ,  z  =  ax-+-  bj  -^  c;  ces  dislances 


c  c 

sont  :    —  — 5  —  "T'  ^■■ 
a  o 


Deux  plans  qui  sont  parallèles  ont  des  traces  parallèles  ;   donc  si  le 
premier  pian  a  pour  équation     2  =  ax  -H  ij'  -H  c  , 

et  le  second z^^  a' x -\-h' y -^  c'  , 

la  condition  du  parallélisme  est  exprimée  par  les  équations  suivantes  : 

a=:^  a'  ,  h  =  b' . 


Problème  kelatif  au  plan. 

Faire  passer  un  plan  par  trois  points  donnés  dans  l'espace  ? 

Les  coordonnées  des  trois  points   donnés  étant  : 

pour  le  premier  x'  ,  y'  ,  z'  ; 
pour  le  second  x"  ,  j",  z"  ; 
pour  le  troisième  x'",y'",  z'"; 

et  l'équation  du  plan  demandé ,   étant  supposée  : 

Lx  -t-  3Ty  4-  Nz  -4-  /T  ^  o  j 

on  aura  évidemment  les  trois  équations  suivantes  : 

Lx'  -t-  %'  -H  Nz'  -H  A'  =  o 
Lx"  ^My»  ^Nz"  -i-K=o 
Lx'''  -è-  3fy"'  -H  Nz'"  H-  ^  =  o 

desquelles    on  tirera  les  valeurs  des  trois  quantités  — - ,  —  ,  — , 
ce  qui  donne  : 

/.  =  y  (  3"  -  z'"  )  ^y  (  z"'  -  z'  )^j"'  ( .'  -  ="  ) 

M=  z'  {x"     —  x'"  )  -h  z"   (  x"i  —  x'  )  -^  z"'{x'   —  x"  ) 

N=x'{  y"  —y")  -*-^"  {y  —  y  )  -\-x"'  {y  —y  ) 

K  =  x'  lyz'ii  —y"z")  -H  x"  (yiiz'—y'z'ii)  -^x"'  {yz"  —  r"z'). 


(9) 
Mongc  a  remarqué  que  le  triangle  formé  par  les  droites  qui  joignent 
les  points  donnés  deux  à  deux ,  étant  projeté  sur  les  trois  plans  des 
zj,  des  j:z,  desjx  ,  les  aires  de  ces  projections  avoieut  pour  expression 

-  L,~M  ,  -  N, 

2  2  2 

ir 

—  étant  la  solidité  de  la  pyramide  qui  a  pour  base  le  triangle  pro- 
6 

jeté  ,  et  pour  sommet  l'origine  des  coordonnées. 


§.     IV. 

DES   PROBLE]\IES    RELATIFS    A    LA    LIGINE    DROITE 

ET   AU    PLA^'. 

Problème     I. 

Etant  données  les  coordonnées  d'un  point ,  et  les  équations  d'une 
droite  ,  trouver  V équation  du  plan  qui  passe  par  la  droite  et  le 
point  ? 

Soient  x',  j',  z^  les  coordonnées  du  point , 

cr  =  C3  -t-  a. 1 

J'  =  i=  +  (3 >  les  équations  de  la  droite  , 

^(^  — «)  =  «(/  — (3)\ 

le  plan  dont  on  demande  l'équation  passe  par  le  point  donné  et 
de  plus  par  le  point  oia  la  droite  donnée  coupe  le  plan  des  xy ,  point 
dont  les  coordonnées  sont  : 

^'  —  o  5  •    •    •  OC  z^^  ist  5  •    •    •y  —  p . 

Si  on  suppose  que  ce  plan  ait  pour  équation  : 

on  aura  : 

(i).    .    .z'^Lx'-i-Mj'-i-N,        ■< 
(2)  .    .    .  0  =  L«-f-  M^  4-2V. 


Ramenant  la  droite  et  le  plan  parallèlement  à  eux-mêmes    jusqu'à 
lorlgine  des  coordonnées  ,  leurs  équations  deviendront ,  pour  la  droite  : 


X  ^=az 


j  =  bz  ,  .    .    ,  hx  =  ciy. 


et  pour  le  plan  :  z  =  La:  -H  Mj  ;  or  dans  celte  nouvelle  position  ,  la 
droite  est  encore  contenue  dans  le  plan  ;  donc  on  aura  : 

(5)  .    .    ,1  =La-JrMb. 

Les  équations  (i),  (2)  ,  (5)  donneront  les  valeurs  de  L ,  M ,  N,  cî 
l'équation  z  =  Lr  -j-  My-\-N  deviendra  : 


Pkoblème      11. 


Etant  données  les  équatioris  d'une  droite  et  celle  d'un  plan  ,  trouver 
jo.  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  le  plan  et  la 
droite  soient  rcctangidaircs  ;  2°.  les  coordonnées  du  point  oii  ils 
se  rencontrent  ;  >.  la  distance  de  ca  point  à  un  outre  point  donné 
ou  sur   la   droite  ou  sur  le  plan  ? 

Lorsqu'un  plan  est  perpendiculaire  à  une  droite  ,  les  traces  du  plan 
sur  les  plans  coordonnés  et  les  projections  de  la  droite  sur  ces  mêmes 
plans  sont  perpendiculaires  entre  elles  j  soient 
x=:  az  -^-x  ,  J-  ^=  hz  -h  (i  les  équations  d'une  droite  , 

z  =  .-i/u: -{- Br -\- C   l'équation  d'im  plan  ,    les  équations  des  traces  de 
ce  plan  sur  les  plans  rectangulaires  des  ces  et  des  xjr  sont  ;    . 

z  =  yIx-^C,.    .    .z=.By-hC; 

or  le  plan  étant  perpendiculaire  à  la  droite,  on  a  (paragraphe  II  ) 
^  r=  —  a  ,  B  =  —  b  ,  donc  l'équation  d'un  plan  perpendiculaire  à 
la  droite  est  :  a.3'  ■+-  /m  -f-  r  =  C  ;  combinant  cette  équation  avec  celles 
de  la  droite  a?  =:^  r/j-h  «  ,  r  =  6r-+-j3  ,  on  en  déduira  les  valeurs  de 
jc,  r,  z  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan. 
Si  on  donne  un  plan  dont  l'équaiioM  soit  ax  ■+■  bv  -4-  z  =  C  ,   et  si 


(  ''  ) 

on  demande  la  perpendiculaire  à  ce  plan  ,  menée  par  un  point  dont  les 
coordonnées  soient  œ'  ,y',  z'  ,  les  équations  de  cette  perpendiculaire 

seront:    .t  —  cc^=a  (z  —  z^)  ,  .    .    .  j  —j'  =h  (z -— :^), 

l'équation  du  plan  pouvant  être  mise  sous  la  forme  suivante  :        ; 

a  (x  —  x'  )  ■+-  b  (y  —  y'  )  -\-  z  —  z'  ^^  C  ~  aa.'—  bj  '  —  z' . 

Soient  X,   }\  Z  les   coordonnées    du   point   do    rencontre   de  ce 
plan  cl  de  la  perpendiculaire  ,  on  aura  : 

■         --      C—a:r'^bv'  —  z'  -      ' 

Z=:2'H . 

T.  ,        b(C^aj:'—bv'—z') 

__      "^  I  ■+-  a^-hb^ 

.       '    '  \      a{C~ax'—hy'—z')      :  .-:     " 

x=x'-\ — :^ — —  . 

I  -j-  rt'  -t-  i>'  ■     ■'  !;.;;:> 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  comprise  entre  le  point  J¥,  JK,  Z 
elle  point  x',y',z'  est  (parag.  II  ,  problème  II)  : 


ou 


hy'—z'  '      ■    ■ 


v/i  -k-iû  ■+■  b^ 


d'où   il  suit  que    la  perpendiculaire  abaissée    de    l'origine  des   coor- 
données sur  le  plan  de  l'équation  ax  ■+■  bj  -'hz  =  C  , 

C 
a  pour  expression  — =:=^  5 

\/ 1 -i- u^ -i- b"-       ",.... 


f  OC  — "  £72  "!•  ol\ 

Ayant  les  équations  d'une  droite  <  .  > ,  l'équation  du  plan 

pei'pendiculaii'e  à  cette  droite  ,  mené  par  le  point  x' ,y' ,  z'  est  : 

a{x  —  x'^-^b{y — j' ) -4-s  —  3' =  o. 
Pour  trouver  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  la   droite  et 


(  ^^  ) 

du  plan  j  on  mettra  les  équations  de  la  droite  sous  la  forme  suivaulc 


jr  —  :r'  zr  flz  -f-a  —  oc' , 


et  nommant  X' ^  Y' ,  Z'  les  coordonnées  du  point  de  rencontre,   on 


aura  : 


I  -+-  û.^  -+-  6* 

X    — /*  -H  , 7- ' 

I  H-  a*  -+-  t/» 

a(a(.r^-a)-HZ>(y-P)H-20 
I  H-  a'  -H  y*. 

Substituant  dans  le  radical  v'  (A'— ^;')^-i-(J  — v ')'-f-(Z— z')»  pour 
Jt',  Y' ^  Zj' ^  leurs  valeius  ,  on  obtiendra  l'expression  de  la  perpendi- 
culaire comprise  entre  le  point  donné  x'  ,j',  z'  et  le  point  de  la  droite, 
dont  les  coordonnées  sont  A'',  Y' ,  Z'  ;  en  supposant  que  la  droite  passe 
par  l'origine  des  coordonnées  ,  ses  équations  deviennent  : 


X  :rr  az 


■J=tz, 


et  le  radical  \/A''  -i-  i  '^-t-Z'^  exprime  la  longueur  de  la  droite  com- 
prise entre  l'origine  des  coordonnées  et  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  x' ,  j\  z'  sur  cflie  droite;  or  dans  cette  hypo- 
thèse a  =  o,  T^  =  o  ,  2.,_"^'^^^^^'^--'  Y'=hZ'     X'-aZ\ 

r    ,     7.,  /    i.  -' 


donc  v/A'='.t-i''H-Z'»  = 


ax'  -H  l 


\f 


On  fera  usage  de  celte  expression  pour  trou-ver  l'angle  que  deux 
di'oites  fout  enire  elles,.  - 

Quant  aux  équations  delà  droite  menée  parle  point  x'  ,y'  ,z'  per- 
pendiculairement à  la  droite  x  =  az~^  oc  ,  j  ^hz->r^,  elles  sont  déjà 
trouvées;  l'une  a  {x  ^  x') +  b  {j  -  j' ) -\-^^- "^'  =  o  est  celle  du 
plan  qui  passe  par  le  point  a:^/^  %'  et  cpii  est  perpendiculaire  à  la 
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tlroite  j   l'autre  est  celle  d'un  plan  qui  passe  par  le  point  el  la  droite 
donnes  ,  el  ffui  ,  par  conséquent,  contient  la  perpendiculaire  à  celle-ci , 
celte  équation  est  (  parag.  IV  ,  probl.  I  )  : 

{x-x'){r'-bz'-fi)~{j'-y){x'-az'-^)+{;,-z')  |  6  (x'-«)-a  (y-/3);=ro. 


Problème     III. 


Les  équations  de  deiuc  droites  étant  données  ,  si  elles  se  coupent , 
trouver  l'angle  qu'elles  forment  entre  elles  ;  ou  si  elles  ne  se 
coupent  pas  ,  trouve/'  l'angle  que  forment  leurs  projections  sur 
un  plan  qui  leur  est  parallèle  ? 


Soient  les  équations  des  deux  droites  données  , 


D         1  -      i  3c  —  az-\.u 

royr  la  première  < 


X  =  a'  z-^x' 


Pour  la  seconde <  ,,      ,    ^, 

\ y  z=b  z  +|3   . 

L'angle  de  ces  deux  droites,  si  elles  se  coupent,  est  égal  à  l'angle 
formé  par  leurs  parallèles  ,  menées  par  l'origine  des  coordonnées  ; 
les  équations  de  ces   parallèles  étant  , 

Pour  la  première  ,     x  =  az  ^     r  ^^  hz  ^ 
Pour  la  seconde  ,       x  =  a^z,    y  =  b'z  ; 

qu'on  prenne  sur  la  seconde  parallèle  un  point  dont  les  coordonnées 
soient  a' ,  y' ,  z'  et  qu'on  abaisse  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur 
la  première  parallèle  ;  dans  le  triangle  rectangle  (orme  par  celte  per- 
pendiculaii"e  et  les  droites  menées  de  l'origine  des  coordonnées  aux  deux 
extrémités  de  la  pei-pendiculaire ,  on  connoîtla  longueur  des  deux  côtés 
qui  comprennent  l'angle  cherché  ;  l'un  de  ces  côtés  a  pour  expression 
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l'autre  a  été  trouvé  (  prol^l.   précédent  )  égal  à 

\/  I  -h  a  H-  b'-    ' 
donc  le  co-sinus  de  l'angle  clierclié  égale 


ax'  ->rhr'  • 


\/ I  H- (/^  H- //-  X   y/  ^J-^-if-ji^^z'-' 
mais  on  a  :    oc' ■=!  a' 'J  .    .    .j^^^b'z';        •      .  ■ 

donc  le  co-siaus  de  l'angle  formé  par  les  deux  droites  données  est  : 

I  ^-  aa'-Jrhh' 

y/ 7+«Hh^   X  y/   I  -\-a'--\-b''-       . 

Ou  voit  par  cette   expression  ,   que  lorsque    deux  droites    ont  pour 
équations  :  ^ 

La  première         a:  =  a:  .    .    .  y  T=hz  , 

La  seconde  oc=.a!-  .    .    .  rz=h'z,  ■.  -        ' 

si  elles  sont  perpendiculaires  entre  elles  ,  on  a  l'équation  de  condition 
suivante  : 

i -\- aa'-^bb' =^o  , 

équation  à  laquelle  ou  peut  arriver  directement  de  la  manière  suivante  : 
le  plan  perpendiculaire  à  la  première  droite ,  mené  par  l'origine  des 
coordonnées  ,    a  pour  équation  : 

ax  -\-br  -\--  =  o. 

Or ,  la  perpendiculaire  à  cette  première  droite  ^  doit  être  contenue 
dans  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire  ;  donc  les  équations  de  la  per- 
pendiculaire x=a'z,  y^=b'z  ,  et  l'équation  , du  plan  ont  lieu  en  même 
tems  ;  donc  on  a  :  v, 

i -^  aa! -^bb' ^=0. 
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Connoissant  l'angle  de  deux  droites  ,  on  peut  en  couclm-c  l'angle 
de  deux  plans.  En  elfet  ,  soient 

ax-ic-hy  -\-  z  r=  C,     a'jc  +  h'y  +2=  C  les  équations  de  deux  plans  , 

ces  plans  font  entre  eux  le  même  angle  cjue  les  droites  qui  leur 
sont  perpendiculaires  et  qui  parlent  de  l'origine  des  coordonnées  ; 
donc  le  to-sinus  de   l'angle  lornic  par  les  deux  plans  donnés  ,  est  : 


V/ I  -h  «— i- Z^' X  V^   i-t-u'^-i-^'^  ' 


Si  on  demande  l'angle  d'une  droite  et  d'un  plan  ,  on  mènera  par 
l'origine  une  parallèle  à  la  droite  et  une  perpendiculaire  au  plan  ; 
l'angle  de  ces  deux  droites  sera  le  complément  de  l'angle  cherché  ; 
et  par  conséquent  le  co-sinus  de  l'angle  des  deux  droites  sera  le  sinus 


de  l'angle   demandé. 


La  droite  dont  les  équations  sont  :  x  =  oc  ,      y  :=  hz  ^  fait  avec  les 
axes  des  x  ,  des^^  ,  des  z  ,  des  angles  dont  les  co-sinus  sont  : 


en 


ou 


y/  ^.  4- j .  _|_  ^.  '  y/  ,t^  +  ;■-■+-  -'-  '  y/  ^''  -h j-  -+-  z-  ' 

a  b  I 

y/   i-^a-hù-'\/  1  4-  a'  -h  b'      \/    i ->r  if- -\- b"- 


Les  mêmes  expressions  sont  les  valeurs  des  co-sinus  des  angles 
qu'un  plan  qui  est  perpendiculaire  à  la  droite ,  et  dont  l'équation 
est  :  ax  -f-  Z>j-  -<-  z  =  o  ,  fait  avec  les  plans  coordonnés  des  zj ,  des  xz 
et  des  yx  ;  si  l'équation  du  plan  est  de  la  forme  ; 

Lx -\- My -i- Nz -^  K  =  o  , 

les  co-sinus  des  angles  qu'il  fait  avec  les  plans  coordonnés  sont  : 

L  M-  N 

y/  U--ir-i)i-'^i\'    y/  ^^-+- Ji  +A^'    v^  //-  -<y  M  4-  xV  ' 
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et    l'expression    trouvôe    (  parag.    IV,  problème  II  )  pour  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  l'origine  des  coordonnées  sur  un  plan ,  devient  : 

K 


On  a  remarque  (  parag.  III ,  problème  relatif  au  plan  )  qu'en  nom- 
mant Tic  triangle  formé  par  les  droites  qui ,  dans  ce  même  problême  , 
joignent  deux  à  deux  les  points  donnés,  et  t,  l' ,  t"  ses  trois  pro- 
jections sur  les  trois  plans  des  zj' ,  des  xz ,  des  jx  ,  on  avoit  : 

t  =  —L,      t'=  —  M,  t"  =  —N ,  —  étant  la  solidité  de  la  pyra- 

mide  qui  a  pour  base  le  triangle  T ,  et  pour  sommet  l'origine  des  coor- 
données; or  la  solidité  de  cette  pyramide  est,  comme  on  sait ,  le  produit 

de  sa  base  T  par  le  tiers  de  sa  hauteur 


il  K  T         nr      TiTl 

donc  — -  =  T  X     .  5  et  mettant  pour  L  ,  M,  A  leurs 

valeurs  2t ,  2t' ,  2t" , 

nommant  S  l'aire  d'un  autre  triangle  dont  les  projections  sont  s  ,  s',  s" , 
et  qui  est  silné  dans  le  même  plan  que  le  triangle  T,  on  aura 
de  même  : 


T         /  I  \ 

Puisque  T'=  — •  v^L^  H-  M-  ■+■  A^ >  —r=\     .  )  ' 

2     ^  f         \v/L^-hiV'H-i\^  / 


,        ,  .         T  I  T 

par  la  même  raison—^  = 


ce  qui  signifie  (^yiim  triangle  quelconque  est  à  sa  projection  sur  un 
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des  plans  coordonnés  ,    dans    le  rapport   du  rajon    au    co-siniis  dâ 
l'angle  que  fait  le  plan  du  triangle  ai-ec  le  plan   sur  lequel  on  le 
projette;  mais  le  triangle  lS' étant  dans  le  même  plan  que  le  triangle  T, 

t         s        t'        s'      t"        s" 


Donc  si  ou  met  l'équation  3'^  =  if^  -H  t'-"  -\r  l"^  sous  cette  forme  : 

t  t'  t" 

T  z^—  t-ir  -—■  t<-ir  —  t"  ,  elle  deviendra  •. 

TS=ts  -\-t' s'  ^t"  s"  : 

oviT-Jr-Sy=T'-ir7.TS^S'=i^-{-t'^-iri'i'^2ts  +  2l's'-\-il'is'-k-s'-\-s'^-{-!,'". 

T>oTic{T-+SY=z[t-\-sY-\-{i'-it.s'y-ir{i"+s'iy. 

En  prenant  dans  le  même  plan  ,  que  les  deux  premiers  triangles 
T  et  S  ,  un  troisième  triangle  R  dont  les  projections  sur  les  trois 
plans  rectangulaires,  scroient  /-,  /',  r",  on  prouveroit  de  même  qu'on 
auroit  : 

ç^n ^ S -^Ty  =  {r -\- s^ty  ^ {l' ^ s' -^ t'y  -«-(/■"  ^s" -^t"y; 

donc ,  une  figure  plane  quelconque  étant  projetée  sur  trois  plans 
rcctangidaircs ,  le  carré  de  l'aire  de  cette  figure  est  égal  à  la  sonini<^ 
des  carrés  des  aires  de  ses  trois  projections. 


P    K    O    B    L    Ê    M    E        1  V^ 


Deux  droites  étant  données:  i°.  trouver  les  équations  de  la  droite 
qui  est  en  même  tems  perpendiculaire  à  l'une  et  à  l'autre  et  sur 
laquelle  se  mesure  leur  plus  courte  distance  ;  2°.  trouver  l'ex- 
pression de   cette  dislance  ? 

La  direction  d'un  plan  parallèle  aux  deux  droites  connues  de  po- 
sition ,  est  déterminée  ;  ce  plan  étant  mené  par  un  point  quelconque 
de    l'espace  ,  on    peut  ,    par  chacune  des  droites  données  ,  concevoir 

5 
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un  plan  qui  lui  soit  perpendiculaire;  or,  l'inlersection  de  ces  deux 
nouveaux  plans  est  évidemment  la  droite  demandée  ,  donc  les  équa- 
tions de  ces  plans  seront  celles  de  la  perpendiculaire  aux  deux  droites 
données. 

Soient  jc  =  az  -{-  x  ,  y  ~  bz -^  li ,  les  équations  de  la  première 
droite  donnée,  elle  rencontre  le  plan  des  a-j  en  un  point  (P)  dont 
les   coordonnées  sont  :  s  :=  o,    j-  =  ^  ,     a-  =  a. 

La  seconde  droite  donnée  ayant  pour  équations  : 

elle    rencontre  le  plan   des  aj  en  un  point  (/")  dont  les  coordonnée^ 
sont:    z  —  o,      j-  =  (i',       X  ~  «.' . 

Les  équations  des  plans  menés  par  les  points  (P)  et  (/")  parallè- 
lement aux  deux   droites   données  ,  sont   de  la  forme  : 

(e)         ^(ar  — a)-+-/?(j  — |3)-h  :  =  o, 

A  el  B  étant  deux    constantes  dont  les  valeurs  sont  déterminées  par 
les  équations  suivantes  : 

1  -\-  Aa-\-  Bb  ^o  •)    ^,  y 

ou  1  on  déduit 


i-\-Aa'  -JrBb 


>  dou 
=  o  3 


(i)         A^b  —b'  \ab'-a'b, 
(2)         B  =  a'—a    ',ab'—a'b. 

Les  perpendiculaires   à  ces   plans  parallèles ,  menées  par  les  points 
(  P)  cl  (  P'  )  ,   ont  pour  équations  : 

la  première  ,    a:  =  ^s  4-  «    .    .    .    .  7  =  P;  4-  )3  ; 
la  seconde  ,      a:  =  ^;  +  a'  .    .    .    .  j  =  P:  -|-(3'. 

Le  plan  mené  par  la  première  de  ces  perpendiculaires  et  la  pre- 
mière  di'oiie   donnée  ,  a  pour  équation  : 

(£)         L(x-a)-h-V(j-(3)-t-^  =  o; 


(  ^9) 
L  et  Mêlant  données  par  les  deux  équations  : 

(5)         I  +  L.i  H- TFiZ?  =  o  ; 

(4)  I  +La  -h  Mb  =  o. 

Le  plan  mené  par  la  seconde  des  perpendiculaires  pt  la  seconde 
droite  donnée ,  a  pour  équation  : 

IJ  et  M'  étant  déterminés  par  les  deux  équations  : 

I  +  L!A  H-  MB  =  o  , 

I -1-LV/' H-il/'Z/' =  o. 

Or ,  chacun  de  ces  deux  derniers  plans  contient  la  droite  demandée  j 
donc  leurs  équations  sont  aussi  les   équations   de  cette  droite. 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  les  valeurs  de  .</  et  B  ■,  en  les  com- 
binant avec  les  équations  (5)  et  (4)  ,  on  en  déduira  les  valeurs 
suivantes  pour  L  ,  M ,  JJ  ,  31' . 

L  =  a—  a'  -\.h{ab'  —  a'h  )  \  a  {a'  —  a  ) -\-b  {b' ~  b) 
M  =  b  —  b'~a{  ab'  —  a'h  )  ;  id. 

JJ  =  «  —  a'  -f-  y  (  ab'  —  a'b  )  :  a'  {a'  —  a) -h  b'  (b' ~  b) 
M'=  b  —  h'  —  a'  (  ab'  —  a'b  )  ;  id. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (£")  et  {E')  ,  on  a  pour 
les  équations  de  la  droite  perpendiculaire  aux  deux  droites  données  : 

{x-«){a-a'+  b{ab'-a'lj)^  -\-{j--li)  f^b-b'-a{ab'-a'b)--hz<[a(a'-a)-]-b{b'-b)]=o. 
{x-u')[a-a'-i-b'{ab'-u'by^-{.(j--^')    b-b'-a'{ab'-a'b)'^ -i-z  f^a' (,a'-a)+b' {b'-b  ]=:o. 

La  seconde  de  ces  équations  auroit  pu  se  déduire  de  la  première  , 
en  y  changeant 

a  ,  b  ,  a,,  ^  en  a' ,  b'  ,  x' ,  f.' ,  et  a' ,  b'  eu  a  et  b. 

SI  de  l'origine  des  coordonnées  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
chacun  des  plans  (e)  et  {c')  parallèles  aux  deux  droites  données  ,  ces 
perpendiculaires  ayant  même  direction  ,  se  confondront ,  et  leur  diflé- 
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rence  qui  sera  la  disiauce  des  deux  plans  ,  sera  égale  à  la  plus  courte 
dislance  des  droites  données,  mesurée  sur  la  perpendiculaire  à  ces  droitesj 
or  (  d'après  le  probl.  III,  pai'ag.  IV  )  ,  les  grandeurs  de  ces  perpendi- 
culaii-cs  ,  sont  : 

pour  la  première  ,     ■  pour  Ja  seconde  , 


donc  leur  différence  sera  : 

J(u'— a)  ^B  {(.'—&) 
y/  I  -t-  A^->r  B^ 

et  mettant  pour  A  et  B  leurs  valeurs  . 

(^u'—o,)(hi—b)^(^  y— .s  )(  a'—  a  ) 

Lorsque  les  droites  données   se   rencontrent  ,   celte    distance    devient 
nulle  et  on  a  : 

équation  U'ouvée  (  parag.  II)  et  qui  exprime  que  deux  di'oitcs  se  coupcnti 


§.  V. 

TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES. 

I.  Etant  données  les  coordonnées  d'un  point  rapporté  à  trois 
plans  rectangulaires  ,  trower  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport 
ù  trois  nouveaux  plans  ? 

Ces  trois  nouveaux  plans  étant  connus  de  position  par  rapport  aux 
trois  plans  primitifs,  leurs  équations  sont  données.  Soient  ces  équations. 

Pour  le  premier.  .  .  .  Aj:  -^  Ej  -^  Cz  -h  Z)  =  o  ,■ 
Pour  le  second  ....  A' a:  -+-  B'y  -+-  C'z  ■+-  D'  =  o  ; 
Pour  le  troisième  .    .    .  A"x  ■+-  B"j  -j-  C" z  -hD"  =  o. 

Ces  trois  plans  se  coupent  deux  ù  deux  ,  suivant  trois  droites  ,    qui 
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sont  les  nouveaux  axes.  Les  nouvelles  coordonnées  du  poinl  se  mesurent 
sur  les  droites  menées  par  ce  point  ,  parallèlement  aux  nouveaux  axes. 
Une  quelconque  des  coordonnées  a  pour  longueur  la  partie  de  l'une 
de  ces  droites  comprise  entre  le  point  et  le  plan  des  coordonnées  auquel 
cette  droite  n'est  pas  parallèle. 

Soient  x ,  y  ,  z  les  coordonnées  du  point  par  rapport  aux  plans 
primitifs  ,  et  f/ ,  v,w  les  coordonnées  de  ce  point  rapporté  aux  trois 
nouveaux  plans  ;  faisant  pour  abréger  , 

IA{C' B"—C'i n')  +  D  {A'  Çii—A"  C')-\-C( B'  A"—B'iA'  )  j' 
^'    "~       (  c"  B"  —  C"  D'  Y  -+-  (  A'  C"  —  A'i  C  y  -+■■  (  B'  A"  —  B"  A'  y-         ' 

_[A'{CB"—C"  B)  +  B'(A  C"  —  A"  C)  -f  C"  (  B  A^  —  B"  A)Y 


(  CB'i  —  C'i  By-Î-{A  C'i  —  A"  cy  +  (  B  A"  —B"  A  y  * 

,^_  [  A"  (  CB'  —  C'B)-^B"(AC'  —  A'  C) -j-C"  {B  A'  —  B'A)  ]• 
~  ( CB'  —  C'B )^-H ( A C'—A'  cy  +  (£ A'  —  B'Ay  * 

les  valeurs  des  nouvelles  coordonnées  sont  : 

u  =  Ajc    -^  Bj    -f-  Cz    -\-  D    :   L. 

i'  =  A'x  +  B'y  -»-  C'z  -1-  D'  '.   U. 
w  =  A"x  -t- B"j  -t-  C"z  -h  D"    :  L". 

1.  Si  on  suppose  que  les  trois  nouveaux  plans  sont  pci^pendiculaires 
entre  eux ,  ou  a  les  trois  équations 

A  A'  -i-BB'-\-  ce  =  o  ;     A  A"  +  BB"  +  CC"  =  o  ;    A'A'i  +  B'B'>  -^  C  C"  —  o. 

Multipliant  la  première  de  ces  trois  équations  par  B" ,  la   seconde 
par  jB',  et  retranchant ,  on  a  : 

C  (  C'B"—  C"B')  —  A  {B'A"  —  B"A')^o. 

Multipliant  la  première  par  A"  ,  la  seconde  par  A' ,  et  retranghant  , 

on  a  : 

B(^B'A"—B"A')—C{A'C"—A"C')=^o. 

Multipliant  la  première  par  C"  ,  la  seconde  par  C,  et  rcirancliauî  , 
on  a  : 

A{A'C"—A''C')  —  B(C'B"  —  C"B')=o. 
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Au  moyen  de  ces  trois  équations  ,  on   réduit  l'expression  de  L  à 

yA  ^/-  4.  u-  -H  C=. 
Par  un  calcul  semblable  ,  on   trouve  pour  les  valeur-;    de  L'  et  L"  : 

L' ^\/  A'-  -\-B-+C'^ ,  U'^  V^  A"-+B''^--^C"-; 
ce  qui  donne  pour  les  nouvelles  coordonnées  u  ,  %'  ,\v  : 

u  =  Ajc    -{-  By   H-  Cz  -4-  Z)   ;  \f  A-   -f-  i^^    -|-    c'-  » 
t,  =  ^/^  _{_  ^/^.  _i_  c'c  -h  Z)'  :   s/  A-  -\-B'^  -h  C'S 

w=^"j:4-^"j-f-C":;  4-Z>'  ;  /".-/"^  H-/^"'- -f-  c-"^ 

On  auroit  pu  obtenir  directement  ces  valeurs  de  zi  ,  v,  w,  puis- 
qu'elles sont  celles  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  a:  ,j.  z  , 
sur  trois  plans  ,  dont  on  a  les  équations  (parag.    IV,  probl.  II  ). 

5.  Lorsqu'on  passe  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  à 
un  autre  système  de  coordonnées  aussi  rectangulaires  et  de  même 
origine  que  le  premier ,  les  nouveaux  axes  peuvent  être  donnés  par 
les  équations  de  trois  nouveaux  plans  rectangulaii-es.  Des  six  constantes 
qui  entrent  dans  les  équations  de  ces  plans  ,  trois  sont  déterminées 
par  la  condition  que  les  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  et  leurs 
valeurs  doivent  être  calculées  d'après  celle  qu'où  assigne  aux  trois 
autres  ;  mais  on  évite  ce  calcul  en  déterminant  la  position  des  nou- 
veaux axes  ,  par  trois  angles  quelconques  i|/  ,  6  ,  ^.  Cette  transformation 
étant  usitée  dans  l'application  de  l'analyse  à  la  mécanique  ,  nous  allons 
la  faire  connoître  telle  que  M.  Laplace  l'a  donnée  dans  sa  Mécanique 
céleste. 

Désignons  les  plans  primitifs  par  deux  des  trois  coordonnées  x,j\,  z 
que  chacun  d'eux  contient  ,  et  les  nouveaux  plans  par  deux  des  coor- 
données x'" ,  j"'i  z'". 

Soit  6  l'angle  formé  parles  deux  plans  des  ccj  et  des  x''" j-"'  ; 

4-  l'angle  que  l'axe  des  x  fait  avec  la  trace  du  plan  des  oc'" j'"  sur 
celui  des  ce  y  ■ 

<p  l'angle  de  celte  trace  avec  l'axe  des  a."'. 


Il  s'agit  de  trouver  les  valeurs  de  x'"  ,j"' ,  z'"  en  fonction  de  x  ,j  ,  s, 
et  des  trois  angles  i]/,  9 ,  p. 

Soient  x' ,  y' ,  z'  les  coordonnées  d'un  point  rapporté  aux  axes  rec- 
tangulaires ,  comptés  sur  les  trois  droites  suivantes  ;  i°.  la  trace  du  plan 
des  x'"  j-'"  sur  celui  des  xy  ;  2°.  la  projection  de  l'axe  des  z'"  sur  le 
plan  des  xj;  3".  l'axe  des  z  ;  on  aura  : 

a:  =  a:'cos.  -^  +  j'  sin.  v|/. 

j  =:y  COS.   4'  —  ^'  sin.  4*. 

„ „/ 

Soient  x" ,  y  ,  z"  les  coordonnées  d'un  point  rapporté  aux  axes 
rectangulaires  ,  comptés  sur  les  trois  droites  suivantes  :  1  ".  la  trace 
du  plan  des  x'" j'"  ,  sur  celui  des  xj  ;  2".  la  perpendiculaire  à  celte 
trace  sur  le  plan  des  x'"  j'"  ;  0°.  l'axe  des  z'"  ;  on  aura 


y  =  j"  COS.  9  •+-  z"   sin.   9  , 
z'  ■^=  z"  COS.  9  —  y"   sin.   9. 

x'"  ,y"  ,  z'"  étant  les  coordonnées  du  point ,  rapportées  aux  trois 
axes  des  x'^' ,  des  j'"  ,  des  z'"  ,  on  aura 

x"  =  x'"  cos.   ç  —  }■'"  sin.   (p  , 
j"  =j"'  cos.   ç  +  x'"  sin.   (p  , 

z"  =  z"'. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  , 

x'"  (cos.  6  sin.  x}/  sin.  tp  -f-  cos.   <|/  cos.  ç) 
a:  =  <  4- j'"  (cos.  0  sin.  4'  cos.  ç  —  cos.   i}/  sin.   f  ) 
+  z'"    sin.     9  sin.  ij/. 

a:'"  (cos.  6  cos.   4'  sin.   ^  —  sin.   4'  <^0S.   ^) 
JK  =  •{  +.?'"'  (cos.   9  cos.   4^  COS.  if>  -f-  sin.   4'  sin.   p) 

+■  z'"   sin.     9  cos.  4/. 
2  r^  z'"  COS.  9  —  y  sin.  9  cos.  ç  —  x'"  sin,  ô  sin.  ip. 

En  niulti[)lianl  CCS  valeurs  de  x ,  j ,  z  respectivement  par  les  coef- 
flciens  de  x'"  dans  ces  valciu'S ,  on  aura  ,  en  les  ajoutant  . 


H; 
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ac  (  COS.  6  siii.  4-  àin.  ç  -f-  cos.  i|/  cos.  çi  ) 
y  (  COS.  9  COS.  4/  slii.  p  —  siu.  i]/  cos.  ip  ) 
z    siu.    9   sin.  ^. 


En  multipliant  pareillement  les  valeurs  de  x  ,  j ,  z  respectivement 
par  les  coefliciens  de  j'"  dans  ces  valeui'S ,  et  ensuite  par  les  coefli- 
ciens  de  ='"  ,  ou  aura  : 

jc  (  COS.  9  sin.  4-  COS.  <p  —  cos.  i|/  sin.  ç  ) 
y  =^  J  -f-  >■  (  COS.  6  cos.  4'  COS.  ç  -f-  sin.  4^  sin.  ç  ) 
—  :    sin.    6  cos.  ç. 


jn 


X  sin.  ô  sin.  4^  +,?'  sin.  9  cos.  4^  -f-  c  cos.  9. 


4.  On  fait  encore  usage  dune  autre  transformation  :  un  point  étant 
rapporté  à  trois  plans  rectangulaires  par  les  coordonnées  or,  7  ,  3,  on 
mène  de  ce  point  à  l'origine  des  coordonnées,  une  droite,  on  donne 
la  longueur  de  cette  droite  cl  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  rec- 
tangulaires ;  et  il  est  évident  qu'en  nommant  /•  la  longueur  de'  la 
di'oite  ,   « ,  /3  ,  y  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  ,  on  a  : 

(£)     X  ^=  r  cos.  a  ,  j'  =  r  cos.  ^  ,   c  r=  r  cos.  y. 

Des  trois  angles  «  ,  (S  ,  y ,  deux  seulement  sont  nécessaires ,  à  cause 
de  l'équation  cos.  a-  -h  cos.  ^'^  -4-  cos.  y-  =  i. 

Lorsqu'on  détermine  la  position  d'un  point  par  la  droite  r  et  deux 
des  angles  a ,  /î  ,  y  ,  on  nomme  la  droite  r  le  rayon  vecteur  du  point , 
et  l'origine  des  coordonnées  devient  un  pôle ,  d'oii  partent  les  rayons 
vecteurs  des  ditlérens   points  de   l'espace. 

5.  Dans  quelques  cas  ,  ou  projette  le  rayon  vecteur  sur  l'un  des 
plans  des  coordonnées,  par  exemple,  sur  le  plan  des  xy ;  on  donne 
l'angle  du  rayon  avec  su  projection  ,  et  l'angle  de  la  projection  avec 
l'axe  des  x  ou  l'axe  des  _^  ;  et  nommant  ç  le  premier  angle,  et  4' 
le  second  ,   on  a  : 

(£')     z  =  /•  sin.  (p  ,  j  ~  r  sin.  ç  sin.  ^  ;  x  ^=  r  sin.  ç  cos.  4'- 

Lorsque  le  point  rapporté  à  trois  plans  rectangulaires  par  les  coor- 
données X ,  j  ,  z  ,  appartient  à  une  surface  ,  on  a  entre  ces  trois 
coordonnées    luie    équation    F(x,j,  z,)z^o;   si  on    change    de 
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coordonnées  ,  et  que  les    nouvelles    soient  u  ,  f  ,   U' ,   on  substituera 
dans  F=  o,  pour  x,  j,  z,  leurs  valeurs  on   u  ,  f  ,  w  ,   cl   1  équa- 
tion qui  eu   résultera  ,   appartiendra  à  la  surlace  rapportée  aux  nou- 
veaux plans. 

Si  on  suljstituc  dans  Fr=o,  pour  x,j,  ~,  les  valeurs  données 
par  les  équations  (E)  ou  (£'),  elle  deviendra  l'équation  polaire  de 
la  surface. 

Lorsqu'une  courlje  sera  donnée  par  deux  équatlonsy^(a^ ,  7,  2  )  =  o , 
{ (.-r ,  y,  z)  =  o  ,  en  faisant  dans  ces  équations  les  substitutions  in- 
diquées pour  l'éciuation  F  {  oc ,  y,  ;)  =  o,  on  obtiendra  l'équation 
de  la  courbe  rajîporîée  ,  ou  à  de  nouveaux  plans  par  des  coordon- 
nées u ,  V  ,  w ,  ou  à  un  pôle  par  des   rajons  vecteurs  et  des  angles. 


§■    VI. 
DU  CENTRE  ET  DES  PLANS  DLVAIÉTRAUX  D'UNE  SURFACE. 

1 .  On  appelle  centre  d'une  surface  ,  un  point  dans  lequel  toutes  les 
cordes  qui  passent  par  ce  point  sont  divisées  en  deux  partiiîs  égales  , 
et  plan  diamétral ,  celui  qui  tlivise  un  syslènic  de  cordes  parallèles 
entre  elles  ,  chacune  en  deux  parties  égales.  Il  suit  de  ces  définitions  , 
que  lorsqu'une  surface  a  un  centre  ,  tous  les  plans  diamétraux  qu'elle 
peut  avoir  passent  nécessairement  par  ce  point. 

Etant  donnée  l'équation  algébrique  d'une  surface  ,  reconnaîtra 
1".  si  elle  a  un  centre;  a"  si  elle  a  des  plans  diamétraux? 

Si  la  surface  proposée  a  un  centre  ,  concevons  qu'elle  soit  rapportée 
à  trois  plans  par  des  coordonnées  dont  l'origine  soit  le  centre  même  ; 
une  droite  quelconque  menée  par  l'origine  des  coordonnées  sera 
nu  diamètre  et  coupera  la  surface  en  deux  points  ;  les  coordonnées 
du  premier  étant  x  y  y ,  z,  celles  du  second  seront  — x,  — y  ,  — z. 
Donc  l'équation  de  la  surface  devra  avoir  lieu,  en  prenant  o: ,  jr ,  z 
positives  ou  négatives  :  pour  qu'elle  satisfasse  à  celle  condition  ,  il 
faut  que  la  somme  des  exposans  des  trois  coordonnées  dans  chaque 
terme  ,  soit  de  même  parité  que  le  nombre  qui  exprime  le  degré  de 
l'équalion  proposée.   Ainsi/'(rj  j' ,  ^)  =;  o  étant  l'équation   algébrique 
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d'une  surface  rapportée  à  trois  plans  quelconques  ,  on  fera  dans  celte 
équation  ; 

7-  =r  jT  +  f/  ,    s  =  j-  -{-  b  ,    t  =  z-i-  c. 

On  aura  en  :r ,  >\,  :  l'équation  de  la  surface  rapportée  à  trois  nouveaux 
plans  parallèles  aux  premiers  ,  et  passant  par  le  point  qu'on  suppose 
être  le  centre  de  la  surface.  Si  par  des  valeurs  particulières  assignées 
aux  ti-ois  constantes  a,  b  ,  c  ,  on  peut  faire  disparoitre  tous  les  termes 
dans  lesquels  la  somme  des  cxposans  des  trois  coordonnées  sera  d'une 
autre  parité  que  le  degré  de  l'équationy  (r,  s ,  t)  =  o  ,la  surface  pro- 
posée aura  un  centre. 

2.  Des  plans  dianictrauoc.  Lorsque  dans  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion d'une  sui'face  ,  l'exposant  d'une  des  coordonnées  est  un  nombre 
pair  ,  le  plan  des  deux  autres  coordonnées  divise  la  surface  en  deux 
parties  égales  et  sendjlables.  L'équation  étant  en  a: ,  y ,  z  ,  si  dans  tous- 
ses termes,  l'exposant  des  est  un  nombre  pair,  le  plan  des  x  et  ja- 
sera un  plan  diamétral  ;  car  elle  donnera  pour  z  une  valeur  «  ,  fonc- 
tion de  X  ,  y  et  constantes  ,  et  :  =  —  «  ,  satisfera  encore  à  cette  équa- 
tion ;  donc  aux  mêmes  -r^  et  y  correspondi'ont  deux  valeurs  de  z  ,  qui 
ne  différeront  que  par  le  signe  du  radical  ;  dune  le  plan  des  jc  et  j'  sera- 
un  plan  diamétral  :  par  la  même  raison  ,  les  deux  autres  plans  des 
coordonnées  seront  diamétraux  ,  lorsque,  dans  chaque  terme  ,  les  ex- 
posans  de  oc  et  j"  seront   des  nombres  pairs. 

Soit  /(/-,  .9,  f)  =o  l'équation  algébrique  de  la  surface  proposée j  par 
la  méthode  pour  la  transformation  des  coordonnées  ,  on  rapportera 
cette  surface  à  trois  nouveaux  plans  : 

'Ar-\-Bs+  Ci+D=o  ,  A'r -\-  D's-{-C't-\.D'  t=o  ,  A"r  +  B"s+  CU-^- D"  =.o  , 

équations  dans  lesquelles  entrent  neu(  constantes. 

La  surface  proposée  a  des  plans  diamétraux  ,  lorsque  ,  par  des  valeurs^ 
particulières  et  i"éelles  assignées  aux  neuf  corstantes  ,  on  peut  faire 
disparoitre  les  termes  oii  les  exposans  des  coordonnées  sont  des  nom- 
bi'es  impairs.  Les  l'acines  réelles  des  équations  qu'on  obtient  en  égalant 
à  zéro  les  coefilciens  de  ces  termes  ,  déterminent  le  nombre  des  plans 
diamétraux. 

Eu  traitant  des  surfaces  du  second  degré ,  on  fera  usage  de  ce  (jui 
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précède  ,    pour  déterminer  le  centre  cl  les  plaus  diamétraux  de  ces 


surfaces. 


§•  VII. 
DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

1.  Soit  l'équation  générale   du    second    degré  entre    trois    variables 

ax-  -\-  bj^  +  c;^  +  drj  •+-  ryz  -h/.'  z  -h  g^r  -h  fy  -h  /■-  -f-  i  =  o. 

On  demande  si  la  surface  à  laquelle  cette  équation  appartient  a  uu 
centre. 

Faisant  a:  =:  x'  -i-  a.  ,        y  =  j'  -h  fi  ,       z  =:  "'  +  y  , 
«  ,  P  ,  y  étant  supposées  les  coordonnées  du  centre ,  l'équation  générale 
devient  : 

Celle-ci  étant  encore  du  second  degré  ,  il  n'y  a  que  trois  termes 
dans  lesquels  la  somme  des  exposans  des  coordonnées  soit  impaire. 
On  fait  dispai'oîtrc  ces  termes  en  égalant  leurs  coelliciens  à  zéro  ,  ce 
qui  donne  : 

ou  en  eflectuant  la  subslitution  et  ne  prenant  que  les  termes  multipliés 

par  x' ,  y  ,  z'  : 

2aci-i-d/3~\-fy~\-g^=0,  2^/3  -}-  rfcs  +  e  y -]-/;=:  D,  2  C  y-f-e/S -|-/"«-f- AzziO- 

Ces  équations  étant  linéaires  eu  a  ,  |3 ,  y  ,  on  en  déduit  ,  pour  ces 
quantités  ,  des  valeurs  réelles  ;  donc  les  surfaces  du  second  degré  ont  un 
centre  :  établissant  une  certaine  relation  entre  les  constantes  a,  h  , 
c  ,  d ,  etc.  ,  ce  centre  peut  être  placé  à  une  distance  infinie  de  l'origine 
des  coordonnées.  En  effet,  les  valeurs  de  x^ft,  y  sont  des  fractions 
dont  le  dénominateur  commun  est  :  «C  -+-  hf'^  H-  cd-  —  4  "^^  —  '■^'^J  > 
donc  ,  lorsqu'on  aura  entre  les  constantes  de  l'équation  générale  de 
la  surface  du   second  degré ,  l'équation  suivante  : 

ac:-  +  hf-  -}-  cd-  r=  4  <^'^t'  +•  (^'"f'- 

les  coordomiées  du  centre  de  cette  suriace  seront  infinies. 


g'  =  o  ,  A'  =  o,  A-'r=o; 
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2.  La  surAicc  du    second  degré  a-t-elle  des  plans  dlamctraux  ? 

En  transformant  les  coordonnées  ,  on  peut  rapporter  la  surface  à 
trois  nouveaux  plans  contenant  neuf  constantes  ;  prenant  ;/  ,  r  ,  xv  pour 
les  nouvelles  coordonnées  ,  l'cqualion  générale  deviendra  : 

Faisant  disparoître  les  termes  où  l'exposant  de  l'une  quelconque  des 
coordonnées  est  impair  ,   on  aura  les  six  équations  suivantes  : 

D=o,E~o,F~o,G=o,II=o,K=o (yf). 

Des  neuf  constantes  ,  ^ix  seulement  seront  déterminées  par  ces  équa- 
tions j  d'où  il  suit  que  trois  plans  peuvent  couper  la  surface  du  second 
degré  en  quatre  parties  égales  et  symétriques  dune  infinité  de  ma- 
nières :  elle  a  donc  une  infinité  de  plans  diamétraux  conjugués,  pro- 
priété analogue  à  celle  des  courbes  du  second  degré ,  qui  ont  une 
infinité  de  diamètres  conjugués  ;  de  même  que  dans  ces  courbes  il  y  a 
deux  diamètres  conjugués  perpendiculaires  entre  eux  ,  qu'on  nomme 
ajces ,  la  surface  du  second  degré  a  trois  plans  diamétraux  conjugués 
perpendiculaires  entre  eux  ,  qui  se  coupent  suivant  des  droites  sur  les- 
quelles on  compte  les  axes  de  cette  surface. 

Les  trois  équations  qui  expriment  que  les  nouveaux  plans  des  coor- 
données sont  rectangulaires  ,  jointes  aux  six  équations  (^) ,  déterminent 
neuf  constantes  qui  entrent  dans  les  équations  de  ces  plans. 

On  n'a  pas  encore  démontré  rigoureusement  que  ces  neuf  équations 
donneront  toujours  pour  les  constantes  des  valeurs  réelles  5  mais  comme 
cette  démonstration  sera  l'objet  d'imc  note  qui  suivra  ce  mémoire  ,  on 
supposera  qu'en  rapportant  la  surface  du  second  degré  à  ses  plans 
conjugués  rectangulau'es  ,  son  équation  générale  pourra  toujours  être 
j-amcnée  à  la  forme 

Lx-  ■+-  3/>  '-  ■+-  Nz-  —  I  —  o. 

Nous  considérerons  d'abord  les  surfaces  du  second  degré  comprises 
dans  cette  équation  ,  puis  nous  les  examinerons  dans  le  cas  oîi  leur 
centre  s'éloigne  à  l'infini  de  l'origine  des  coordonnées. 

o.  Toute  surface  du  second  degré  ,  coupée  par  un  plan  ,    donne  pour 
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section  une  courhc  du  second  degré.  En  effet ,  rpiel  que  soit  ce  plan 
coupant ,  il  peut  devenir  ,  par  la  transformation  des  coordonnées,  l'un 
des  plans  auxquels  on  rapporte  la  surface  ;  or ,  après  celte  transforma- 
lion  ,  l'équation  de  la  surface  est  encore  du  second  degré  ;  de  plus  les 
équations  des  sections  faites  sur  une  surface  par  les  plans  des  coordon- 
nées ,  ne  peuvent  pas  être  d'un  degré  plus  élevé  que  celui  de  l'équation 
de  la  surface  j  donc  toute  surface  du  second  degré,  coupée  par  un 
plan,  donne  pour  section  une  courbe  du  même  degré. 

Si  le  plan  coupant  se  meut  parallèlement  à  lui-même  ,  la  section  est 
toujours  semblable  à  elle-même  ;  ses  axes  restent  toujours  parallèles 
entre  eux,  et  son  centre  est  toujours  sur  le  mêine  diamètre  de  la  sur- 
face j  ce  qu'on  peut  démontrer  ainsi. 

L'équation  d'une  courbe  du  second  degré  peut  toujours  être  ramenée 
à  la  foi'me 

Si  ,  dans  cette  équation  ,  on  substitue  yà:  ^^  Jj'  '^  x  clhj-  ,  /étant 
une  constante  ,  la  nouvelle  équation  qui  résulte  de  cette  substitution 
appartient  évidi^mmeul  à  une  courbe  semblable  à  la  première  ,  et  sem- 
blablement  placée  ;  or,  elle  ne  dillere  de  la  première  que  par  le  terme 
constant ,  car  après  avoir  divisé  tous  les  termes  pary"^,  elle  devient 

Donc  toutes  les  courbes  du  second  degré  dont  les  équations  seront  de 
cette  forme  ,  et  ne  difl'éreronl  que  par  le  terme  constant,  seront  sem- 
blables ,  et  semblablement  placées. 

Cela  posé  ,  reprenons  l'équation  de  la  surface  du  second  degré  , 

La^  ■+■  j\Jj^  -+•  Nz-  —  1  =  o. 
Soit  l'équation  d'un  plan  qui  coupe  la  surface , 

La  projection  de  la  courbe  d'intersection  sur  le  plan  des  ary  ,  a  pour 
équation 

a-'  (  -f- -{-  ^'^=  j  -f-j'  (  A/  +  A^^^ )  -f-  3  ABNxr 
+  2ACNx-i.2BCNy'i-NC-—  i 


}- 


{"'■ 
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Lorsque  le  plan  coupant  change  de  position,  s'il  se  meut  parallèle- 
ment à  lui-  même ,  A  ci  B  ne  changent  pas  ,  C  seul  varie  ;  d'où  il 
suit  que  les  coefliciens  do  x- ,  y-  ,  œy  ,  dans  Téquation  de  la  projection  , 
seront  toujours  les  mêmes  ,  quel  que  soit  C.  Or ,  par  la  transformation 
des  coordonnées ,  cette  équation  peut  être  ramenée  à  la  forme 

1/ n-  -+-  rn^v-  +  n' uv  -\- p'  ^  o  , 

équation  dans  laquelle  les  coefliciens  /',  m' ,  n'  ne  contiennent  que  A 
et  B ,  tandis  que/j'  seul  est  luie  fonction  de  C  ;  faisant  changer  le  plan 
coupant  de  position  ,  ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  faisant  varier  C  , 
la  valeur  de  p^  varie  aussi  ,  et  se  change  en  p''  j  donc  l'équation  précé- 
dente devient  :  ,  ■ 

Vu--\-m'\--  "+-// tn> -^  p"  =  o. 

Or ,  celle-ci  n'en  dilTore  que  par  le  ternie  constant  :  donc  elle  ap- 
partient à  luie  courbe  semblable  à  la  pi'emière  projection.  Ainsi  il  est 
démontré  que  toutes  les  projections  des  sections  parallèles  sont  sem- 
blables ;  d'oîi  l'on  conclut  que  toutes  les  sections  sont  elles-mêmes 
semblables  et  semblablement  placées.  De  plus  ,  le  lieu  des  centrer  de 
ces  sections  est  un  diamètre  de  la  surface. 

D'abord  il  est  facile  de  voir  que  les  centres  des  projections  des  sections 
parallèles  sont  sur  une  droite.  On  sait  {mémoire  de  Pronj  sur  les 
Sections  coniques)  qu'en  résolvait  l'équation  (a)  par  rapport  à  a: ,  et 
.  ensuite  par  rapport  à  j ,  et  ne  prenant  de  ces  deux  valeurs  que  la  partie 
qui  est  hors  le  radical ,  on  a  les  équations  de  deux  diamètres  de  la 
courbe  à  laquelle  l'équation  (a)  appartient. 

Pour  le  premier  diamètre  , 

—  AN(By-hC) 


ce 


L  -h  ^A^ 
Pour  le  second  diamètre  , 


m-, 


BX(J.r+C) 

iU  ■i-^B-  ^  ' 

Eu  donnant  à  C  une  valeur  particulière  C ,  et  tirant  de  ces  deux 
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équations  les  valeurs  de  x  et  y  ,  elles  seront  celles  dos  coordonnées 
du  centre  de  la  section  correspondante  à  C  ,  puisque  le  centre 
de  la  projection  d'une  courbe  est  la  projection  du  centre  de  cette 
courbe  :  donc,  éliminant  C  entre  ces  deux  équations,  on  aura,  pour 
la  ligne  qui  est  le  lieu  de  tous  les  centres  des  sections  parallèles , 
l'équation 

^         X  {  L-h  T\'<r-  )  -h  ABNy    _    A 
r  i  M  -\-  i\±l'-  )  ■+•  AJJAjc    "~  ~b' 

qui  a^îparlieut  à  une  droite  tracée  sur  le  plan  des  xy. 

Mettant  dans  l'équation  du  plan  z  =  Ax -{- IJj  ~h  C ,  pour  C  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (b)  ou  (c),  on  aura  la  seconde  équation 
de  la  droite;  ces  deux  équations  étant  linéaires  et  n'ayant  pas  de 
terme  constant  ,  apparlieniient  à  une  droite  qui  passe  par  l'origine 
des  coordonnées  :  donc ,  cette  droite  passe  par  le  centre  de  la  sur- 
face ,   et  en   est  par  conséquent  un  diamctre. 

4.   Si,  dans    l'équation  Lx-  -^-  ^Tj  -  -i-  Nz-  —  i  =  o  ,  on   substitue 

aux  cocfliciens  L,  M,  N,  les  constantes  — 5  -7—5  — >     «     étant 

a'-       b-       c^ 

plus  grand  que   b  ,  b  >  c  ,  elle  devient  : 

b^c'^jc--  4-  c'-a'y  -\-  a'b^z^-  —  ceb-C-  .    .    .  {E). 

L'avantage  de  celte  substitution  est  de  rendre  le  signe  de  chaque 
terme  de  l'équiii'on  indépendant  des  valeurs  particulières  des  cocHl- 
ciens  ,  et  de  n'introduire  pour  constantes  dans  les  équations  des 
sections  de  la  surface  par  les  plans  des  coordonnées  ,  que  les  axes 
prini:ipaux  de  ces  sections. 

La  combinaison  des  signes  de  léquation  {E)  présente  trois  cas 
très-distincts  :  le  second  membre  de  l'équation  étant  toujours  positif, 
ou  lous  les  termes  du  premier  membi'e  sont  positifs  ,  ou  deux  sont 
positifs  et  le  troisième  négatif  ,  ou  enfin  le  premier  est  positif  et  les 
deux  ;uitres  négatifs  ,  pour  ces  trois  cas  ,  l'équation  (E)  peut  s'écrire  ainsi  : 

b'c-x-  -I-  c-'a-j-  -{•  a-h'z-  =  a^b-c' ,  (E)  ou  Lx"  +  M)'  -j-  A';:'  =  i. 
b-Cx''  +  c'ay  —  a-b'z'  =  u'b'c",  (E' )  ou  Lx-  +  My"  —  A'c'  =  i. 
b'c'x'  — i  Ca'j"  —  a'b^;^  =  O'b-c'' ,     (  E")     ou  Lx^  ~  Mj'  —  Ai'  --  i . 
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De  l' ellipsoïde. 

5.  A  chaque  équation  (E),  (E'),  (E"),  correspond  une  forme  particu- 
lière de  la  surface  :  considérons  d'abord  l'équation  dont  tous  les 
termes  sont  positifs.  La  surface  de  l'équation  {E)  est  fermée  :  il 
n'y  a  ajucun  de  ses  points  qui  ne  soit  à  une  distance  finie  de  son 
centre.  En  effet  ,  qu'on  mène  par  l'origine  des  coordonnées  une 
droite  quelconque  ,   dont  les  équations  soient  : 

X  =  a.z  , j  r=  /?3y 

eu  substituant  les  valeurs  de  jc  et  j  dans  (E),  on  aura  pour  la  valeur 
de  -  ,  coiTespondant  au  point  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  surface  , 

s  =  obc  :  yb^cx'  -+-  c-a-li'^-h  a-b-. 
Or  ,  quelles  que  soient  les  constantes  a. ,  /3 ,  le  radical 

V^  h  Cx-  -f-  c^aV^  -4-  a'-b^  '      -      *■  -, 

ne  peut  devenir  nul  :  d'oîi  il  suit  que  les  valeurs  des  coordonnées  du 
point  d'intersection  de  la  surface  et  d'une  droite  quelconque ,  ne 
peuvent  devenir  infinies  :  donc  la  surface  est  fermée.  Pour  la  distinguer 
des  deux  autres  qui  ne  sont  pas  fermées  ,  on  la  nomme  ellipsoïde. 
Les  sections  principales  de  l'ellipsoïde  ,  qu'on  obtient  eu  faisant 
successivement  3=^0,  j  =  o,  a:r=o,  sont  des  ellipses  qui  ont 
pour  équations  : 

Les  axes  de  ces  ellipses  2a,  2b ,  2c ,  sont  aussi  les  axes  de  la 
surface.  Les  points  oîi  ces  axes  rencontrent  la  surface  ,  eu  sont  les 
sommets. 

L'ellipsoïde  devient  ellipsoïde  de  révolution  ou  sphère  ,  selon  que 
deux  ou  ti'ois  de  ses  axes  sont  égaux. 

DE      l'uYPERBOLOÏDE     A     UNE     NAPPE. 

G.     Le   second  genre   des   surfaces    du  second  degré   est  compris 
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dans   l'équation  (  ^'  )  ,   dont  les  deux  premiers  Icnnes  sont  positifs  ot 
le  troisième  négatif  : 

b-c'-x-  H-  c-a-y'-  —  o-J'c'  =  a'hc-  .    .    .    .  (£  ). 

Les  trois  sections  principales  ont  pour  équations  : 


a"- 


La  première  section  est  une  ellipse  ,  et  les  deux  autres  des  hyper- 
boles. De  là  on  peut  conclure  que  cette  surface  ,  qu'on  a  nommée 
lirpciboloïde  à  une  nappe  ,  n'est  pas  fermée  ;  ou  peut  encore  le 
démontrer,  comme  u*^.  5  (parag.  VII),  en  imaginant,  par  l'origine 
des  coordonnées  ,  une  droite  x  z=  a.z ,  j  =:  Rz ,  qui  coupe  la  sur- 
fjice   en   un  point   dont  les   coordonnées  sont  : 

^bc  fihc  abc    . 


y/   b-c'x-  -h  6-</--'  —  a-b-  \/  '        V 

faisant  le  radical  nul ,  ce  qui  reud  les  valeurs  des  coordonnées  iii- 
(înies  ,  on  a  : 

i'c'-a^  -f-  c-a-.2^  —  cfb-  =  o  , 


-,,,,,         .  b  y    (f-  —   c  Si-  ,  .  '  11       1 

dou  ion   lu'e  ,S  =  >  valeur  qui  sera  réelle  ,  lorsque 

ac  ^ 

a^  sera  plus  grand  que  c^a,^.  Les  équations  a-  =  a.z ,  y  ■=-- fiz  de 
la  droite  qui  r.oupe  la  surface  en  un  point  situé  à  une  di;ilance  infinie 
de  l'origine  des  coordonnées ,  deviennent  : 

bz   V     a-  —  i-ar 
ac  ■=^  u,z  ,     ?'  =  -  • 

ac 

i 

Si  on  élimine  a.  entre  ces  deux  équalions,  on  a 

b-c'^x^  ■+■  c-a-y-  —  a^b-z^  =  o. 

Cette  équation  ,  qu'on  obtiendroit  en  égalant  à  zéro  le  second 
membre  de  l'équation  (£'),  appartient  à  une  surface  conique,  qui 
a  son  sommet  à  l'origine  des  coordonnées  ,  et  qui  est  asymptote  à 
l'hyperboloïde. 

5 
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-,.  L'iiypciboloidc  à  une  nappe  jouit  d'une  propriété  très  -  remar- 
quable ,  et  qui  ne  convient  qu'à  celte  surlace  :  c'est  qu'il  peut  ètr© 
engendré  par  uue  droite  ,  de  deux  manières  différentes.  Toutes  les 
équations  dos  suriaces  engendrées  par  une  droite  mobile  ,  sont  com- 
prises dans  celle  qui  résulte  de  l'éliminaiion  de  a.  entre  ces  deux-ci  : 

y  ^n^  a,oc  •+■  (pix,  ,    z  ^  jc^v.  ■+-  tt»  , 

^  ,  v)/ ,  TT   étant  des   signes   de  fonctions   dont  la  forme   dépend  de  la 
loi  du  mouvement  (Fouilles  d'analyse  de  Montre,  n°.  ag). 

Combinant  l'équation  j  -^  a.x  •\-  (px  ,  avec  l'équation  (£'}  ,  celle-ci' 
devient  : 

(i=c^+  c-a~ii-)x^-\-zc~a-  u(pci.  x-\-c^a-{(paY — a-  b-c- — a'-b-Z'Z=.  o  ...  (e' ). 
On   décomposera  cette   équation  en  deux  facteurs  ,  si   on  peut   la^ 
ramener  à  la  forme 

(  Ajc  +  By  —  a-h-z-  =  o  ,  ou  J'^jc'^  -f-  iJBoc  -^  B-  —  a^h^z"-  =  o -^ 
car  cette  dernière  est  le  produit  des  deux  facteurs 

(  Jjc  -^B-h  abz  )  ,  {Ajc-Jr  B  ~  abz  ). 
Comparant  ces  deux  équations  terme  à  terme  ,  on  a  : 
A"-  =  b^c-  +  c^  ciaP- ,  AB  =  c-cr-a.^x ,  B    =  c-a-  {<pa.Y  —  a^b'^c^ ,, 
d'oîi  Ton  tire  pour  A  ,  B  et  çx,  les  valeurs  suivantes  : 

(px  =V    <^'«'  -i-  b''  ,  A  ^  cy   a'a.  -h  b  ,  B  =  a-cx. 
Donc  l'équation  (e')  sera  décomposée  en  deux  facteurs  ,  et  pourra 
être  mise  sous   cette  forme  : 


[ex   \/ a'a--i-  h'  -{-a- Ccc-+abz)][cx    \/aa'  +  b'     -\-a'cu  —  ab:)}=o. 
Or  chacun  de  ces  facteurs  tient  lieu  de  l'équation  z  =  jril,x -h  ra  ; 

donc  l'hyperboloïde  peut  être  engendi'é  par  une  droite,  de  deux  ma- 
nières. Pour  le  premier  mode  de  génération  j  la  droite  mobile  a 
pour  équations  : 

ex  y   crw  -i-  b-    -T-  acx  •+■  abz  =  o  j 

b' 
*  Celte  équation  est  celle  d'une  tangente  à  l'ellipse  j'  =  — —  (  a^  —  ■^^  );  section  l'c 

la  surface  jiar  le  p!an  des  xj: 
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cî  pour  le  second  mode  : 

_^  =r  a.r  -4-  y    «'a'  -h  6'   , 
ex  y    ax'  -\-  b-   -\~  a^cx  —  ab:i  =  o. 

Si  de  l'un  ou  l'aulrc  système  d'équations  ou  élimine  x ,  on  retrouve 
l'équation   (/i''). 

A  la  même  projection  de  la  droite  génératrice  sin-  le  pl;:n  des  cr)  , 
correspondent  deux  projections  de  celte  droite  sur  le  plan  des  arz  j 
d'oîi  il  suit:  1".  qu'il  y  a  sur  la  surface  deux  systèmes  de  ligue» 
droites  ;  2".  qu'une  droite  quelconque  du  premier  système  coupe 
toutes  les  droites  du  second  ;  5".  qu'en  prenant  dans  l'un  ou  l'autre 
syi>teme  trois  droites  quelconques  ,  et  les  considérant  comme  les 
directrices  d'une  quatrième  droite  mobile  ,  cette  dernière  engendre 
riiyperboloïde. 

Lorsqu'on  dcjime  les  équations  de  trois  droites  situées  d'une  ma- 
nière quelconque  par  l'apport  aux  plans  coordonnés  ,  l'équation  du 
second  degré  qu'on  obtient  pour  celle  de  la  surface  engendrée  par 
une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyanl  sur  les  trois  droites  données  , 
contient  tous  ses  termes  et  se  présente  sous  une  forme  Irès-conipliquée  ; 
le  moyen  de  la  simplifier  consiste  à  rapporter  les  droites  données  à 
trois  plans  tels  que  les  axos  des  coordonnées  soient  parallèles  à  ces 
droites  ,  l'origine  des  coordonnées  étant  un  point  pris  arbitrairement 
dans  l'espace. 

INommons  11 ,  v ,  w  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  ,   les  équations   des  droites  données   seront  ; 

pour  la  première  ,  u  ^/,      v  =7',         {F) 

pour  la  seconde  ,  w  =^  g  ,    u  =^  g' ,        (  ^  ) 

pour  la  troisième  ,  v  ^=  h  ,  w  ^  //,         {H) 

fi  /' )  Si  g' 1  ^^  ■>  ^f'  étant  des   quantités  connues  et  données. 
Soient  les  équations  de  la  droite  mobile  : 
<'  r=  Mu  -h  iV,  w  =  M'u  +  -T',  M'v  —  Mw  =  WN—  MN' . 


(  "><>  ) 

Des  qnalrc  quantités  .V  ,  N,  M',  \'  ,  trois  sont  détermiiices  parles 
équations  suivantes ,  qui  exprimcul  que  la  droite  mobile  rencontre 
les  droites  fixes  : 

/'  =  Mf-h  A',    g  =  M' g'  +  N',   M'h  —  MU  =  M'N  —  MN'; 

cliniinanl  M  et  M' ,  et  Ordonnant  par  rapport  aux  coordonnées  «,  v,w , 

on  trouve  : 

Cette  équation  entre  les  coordonnées  ?/ ,  c ,  w  d'un  point  de  la 
surface  engendrée  par  une  droite  mol>ile  qui  s'appuie  sur  les  trois 
droites  (F) ,  (  G)  ,  (  H)  ,  seroit  encore  du  second  degré  ,  si  on  chan- 
geoit  les  coordonnées  obliques  ii  ,  r,  w  en  trois  autres  ce  ,  j' ,  z 
rectangulaires  ;  car  on  sait  (  parag.  V  ,  n°.  i  )  que  les  expressions  de 
li  ,  i' ,  w  en  ac  ,  j  ,  z  sont  linéaires. 

En  prenant  pour  directrices  de  la  droite  mobile ,  trois  autres  droites 
(F'),  (G'),  {H''),  qui  aient  pour   équations  : 

la  première  ,       (F^  )         "  =/'>  %•  =  h  , 

la  seconde,         {^')         ii  =^f,  w  =:  JJ, 

ja  troisième,       {H)         ç=f\  %v^=g; 

il  est  facile  de  vérifier  qu'on  arrive  encore  à  l'équation  (3)^  or  la 
di'oite  (  F')  est  parallèle  à  la  droite  (F)  et  passe  par  les  deux  autres 
droites  (G)  et  (ff);  il  en  est  de  même  des  deux  droites  (G')  et  (//')  j 
elles  sont  parallèl-es  à  l'une  des  trois  droites  (F)  ,  (G) ,  (H)  et  passent 
par  deux  de  ces  dernières  5  donc  les  trois  droites  {F'),  (G'),  (H') 
correspondent  à  trois  positions  de  la  génératrice  dans  le  premier 
mode  de  génération  ,  mais  elles  peuvent  elles-mêmes  servir  de  di- 
rectrices à  la  droite  mobile;  donc  la  surface  de  l'équation  (3)  a 
deux  modes  de  générations  ,  et  pour  chacun  de  ses  points  ,  on  a 
deux  droites  dont  l'une  passe  par  les  trois  droites  (F),  (G),  (Hj; 
et  l'autre  par  les  trois  parallèles   à  celles-ci  (/')  ,   (  G')  ,  {H'). 

Lorsque  deux  des  trois  axes  a  ,  b,  c  sont  égaux  entre  eux,  l'/iyper- 
boloïde  à  une  nappe  devient  la  surface  de  révolution  qui  a  pour  section 
par  le  plan  du  méridien  une  hyperbole  ,  et  pour  génératrice  une 
droite  placée    de  manière  à  ne  pas  couper  l'axe  de  révolution. 


(  57  ) 
L'équation  (  py)  comprend  les  équations  des  cônes  ei  des   cylindres 
droits  ou  obliques. 

Dans  l'cllipsoide  ,  les  six  sommets  sont  réels  ;  dans  l'hyperboloïde 
à  une  nappe ,  deux  deviennent  imaginaires ,  et  quatre  seulement  sont 
réels. 

DE     l/llYPEnBOLOÏDE    A    DEUX    NAPPES. 

8.  Le   troisième  genre  des  surfaces  du  second  degré  est  représenté 

par  l'équation  (£"  )  , 

dont  le  premier  terme  est  positif  et  les  deux  autres  négatifs. 
Les  sections  principales  ont  poui-  équations 

Z^    ::=     (  X'^   a'  )  , 

a- 
—  c-a^j-  —  u'b-z-  =  a'b-c^. 

Les  deux    premières   sections  sont  des  hyperboles ,  et  la  troisième 

est   imaginaire  ;   ce  qui   indique  que  la   surface  a  des  nappes  inluiies 

entre  lesquelles  il  y  a  un  intervalle.   On  a  nommé  cette  surface  hj- 

perboloïde  à  deux  nappes  :  elle  a  pour  asymptote  une  siu'face  conique 

de  l'équation 

b^c^x-  —  c'^a'r'^  —  cr-b'^z'^  ■=  o , 

dont  le  sommet  est  à  l'origine  des   coordonnées. 

Cette  suri'ace  ayant  deux  nappes  séparées  et  distinctes  ,  ne  peut  pas 
être  engendrée  par  une  droite;  et,  en  eflet ,  supposant  que  son  équa- 
tion est  le  produit  de  deux  facteurs  ,  ytx-\-D  ■+•  abz  ,  Ax  -f-  B  —  abz  , 
on  trouve  ,  par  un  calcul  semblable  à  celui  du  n".  7  de  ce  parag.  , 
pour  A  çxB ,  des  valeurs  imaginaires. 

Cet  Lyperboloïde  n'a  que  deux  sommets  réels. 


(  53) 


De   la  génération  des  surfaces  du  second  degré  par  un  cercle 

mobile. 

9.  Toute  surface  du  second  degré  peut  être  engendrée  de  deux 
manières  diflérentcs  ,  par  un  cercle  variable  de  rayon  ,  dont  le  centre 
se  meut  sur  un  diamètre  de  la  sui-face  ,  et  dont  le  plan  demeure 
parallèle  à  lui-même.  Ainsi  il  n'y  a  pas  de  point  sur  la  surface  du 
second  degré ,  par  lequel  on  ne  puisse  faire  passer  deux  circonférences 
de  cercle  qui  soient  entièrement  sur  la  surface. 

Démonstration.  Soit  x-  -f- j  -  +  ;-  =  r%  Tcquation  d'une  sphère 
du  rayon  r,  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées  ,  en  la 
coupant  par  un  plan  z  ^=^  Ajc  •■{- By ,  qui  passe  aussi  par  l'origine, 
la  section  est  nécessairement  uu  cercle  dont  la  projection  sur  le  plan 
des  ocj  a  pour  équation  : 


X' 


(  I  -irJ-  )  +y-  (  I  4-  iî--  )  -h  2  JBxj  =  /--    .    .    .    .  (a')  j 


en  coupant  la  surface  du  second  degré  Lx^  -^Mj-  4-  ISz"-  —  1=0, 
par  le  même  plan  ,  la  section  est  en  général  une  courbe  du  second 
degré  ,  dont  la  projection   sur  le  plan  des   xj  a  pour  équation  : 

X'-  {L+N.-P)  H->^  {M+NB')-\-2  ABNxj  —  i  =  o  .    .    .   (a"). 

La  section  sera  un  cercle  ,  si ,  par  des  valeurs  réelles  de  A .,  B ,  r, 
on  identifie  les  équations  (f/'),  («")•  Ov ,  pour  déterminer  ces  trois 
quantités ,  ou  a  les  équations   suivantes  : 

i+B^       M-^NB'-       lAB  -iABN  ;•■  i 


\-^A-       L->r  ISA-     v-\' A-        L-+- ^A^       i^i-A-      L-^NA' 

La  seconde  de  ces  équations  donne  AB  =  o  :  autrement  on  auroit 
L  z=  N ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  un   cas  particulier. 

De  AB  =  o  ,  on  conclut  ou  A  =  o  ,  ou  B  =  o.  Supposons 
d'abord  B  ::=  o  ,  les  deux  autres  équations  donnent  pour  A  et  /•  les 
valeurs  suivantes  : 


(  39  }  . 
V         !\  —  M  "         M  a"         i' —  c- 


IS  —M  ''         M 

Si    'on   eut  fait  A  —  (i  ,   on  auroil  trouvé  : 


--K4^--Kx 


Examinons  ce  que  deviennent  ces  valeurs  de  ^  ,  B ,  r  dans  les  trois 
genres  des  surfaces  du  second   degré. 

On  a  supposé  entre  les  trois  axes  a  ,h  ^  c  les  lapports  de  grandeurs 
auivans  ,   a   >  b  ,  b  >  c  :  d'où  il  suit  qu'on  a    L  <  M,  M  <  N. 

Pour  l'ellipsoïde  ,  L  ,  3J ,  N  sont  positifs.  Les  valeurs  de  A ,  r  qu'on 
obtient  en  faisant  5  =  o ,  sont  réelles  :  la  valeur  de  B ,  obtenue  en 
faisant  ^  =  o  ,  est  imaginaire  :  d'où  il  suit  que  ,  pour  ce  cas  ,  des 
deux  facteurs  _/  et  7?,  c'est  le  second  qu'on  doit  égaler  à  zéro. 

Pour  riijperboloïde  à  luic  nappe  ,  L  ,  M  sont  positifs ,  N  négatif. 

Les  valeurs  de  A ,  r ,  qu'on   obtient   eu  faisant  B  =  o  ,  sont  : 


Les  valeurs  de  7^ ,  r  ,   obtenues  en  faisant  x/  r=:  o,  sont  : 


B=^y   ■"-'-    r^  y^:   B  =  2A/£.Z±-,   r=a. 

La  valeur  de  A  est  imaginaire  ;  celle  de  B  est  réelle  :  donc ,  pour 
ce  cas  ,  des  deux  factems  A  et  B ,  c'est  le  premier  qu'on  doit  égaler 

à  zéio. 

Dans  l'équation  (  E"' )  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  L  étant 
positif,  M  et  N  négatifs  ,  les  valeurs  de  -/,  /•,  correspondantes  à  B^=o  , 
sont  : 


(    lo  ) 
Les  valeurs  do  B ,  corrcspoiidiintes  à  ^  =  o  ,  sont 


Cette  valeur  de  B  étant  imaginaire  ,  tandis  que  celle  de  A  est  réelle  , 
on  voit  que  pour  ce  cas  il  iaut  faire  i>  =  o  ;  mais  l'iiypothèse  de  j5  r=  o  , 

donne  pour  r  la  valeur  imaginaire    V/     -H —  ;  ce  qui  indique  que  le 

plan  z  =  A.r,  est  dans  l'espace  qui  sépare  les  deux  nappes  de  l'hyper- 
boloide.  Il  faut  donc  prouver  qu'uu  plan  parallèle  z  =  Ajc  -h  C , 
pourra  couper  cette  surface  suivant  un  cercle. 

Quel  que  soit  ce  cercle  ,  on  peut  le  regarder  comme  l'intersection  du 
plan  z  =  Ax  -H  C  avec  une  sphère  (a?  —  »}'"'"(/  —  /3  )^  -j-  :-  =  /■-  ,dont 
le  rayon  est  r,  et  qui  a  son  centre  sur  le  plan  des  oc  ,j  au  pointa,  /2. 
Substituant  dans  les  équations  suivantes  de  la  surface  du  secoùd  degré 
et  de  la  sphère  , 

Lx^  —  M)^    —  Nz^  ~  i  ;   (  a:  —  «)^  -h  (j> /i  )'  -f-  :•»  =  r-  , 

pour  z  sa  valeur  Ajc  ~\-  C,  elles  deviennent  : 

x'{L~  NI  )  —  Mj  ^  —  2ACNx  —  NC-  —  i  =  o  , 

x^  (  I  -h  A- )  •\- f  + -ix  (AC  —  x)—32j  -H  O  4-  a^  4-/î^  —  /•-  =  o. 

L'identité  des  coefficiens  de  )  -  dans  ces  deux  équations ,  donne  pour  A 


la  valeur  trouvée    1/    __ •  En  continuant  à  identifier  terme  à 

terme  ,  ou  trouve  : 

—  r v''  (  L-hM)  {i\  —  AJ  ) .  }/'  Le  ^  fN~AJ)  —  M 

i2  r=  o  j  «  = — '  r  =z 

M  M 

Remettant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  sphère 

(x  —  ccy  -h  ( j  —  ^y  +z^  =  /■»  , 
elle  devient  : 


C  4i  ) 

Par  la  subsiilution  de  la  valeur  de  .-/,  l'équalion  du  plan  ::  =  Jx  +  T 
devient  :  

■H')  .    .    .  r^-^7 =-\-r. 

Si  on  élimine  ("entre  les  deux  é.(|uations  (U),  (//'),  le  résultat  est 
l'équation.  Lj-  —  -Vr^  ^  IV:^  =  i  de  riiyperLoloidc  à  deux  nappes. 
Si  l'on  demande  le  cercle  correspondant  à  un  point  .t'    r' ,  '-'  de  celle 


.7''  V/"   i    jj-!^     )1    ,  ^  ,         .  ' 

surface  ,  ou  fera  C=  z' "•  cette  valeur  étant  substituée 

v/(/v  — /»0 
dans  (//)  et  (//  ),  on  aura  les  deux  équations  du  cercle  correspondant 
au   point  donné. 

11  suit  de  ce  calcul  :   i".   que  rollipsoïde  est  coupé  suivant  un  cercle 
par  le  plan   qui  passe   par  l'axe  moyen   2I) ,    et   qui  fait  avec   le  plan 


des  -TV,  un  an"Ie  dont  la  tangente  c 


a     ^  h'  —  c 


30.    Que    l'hypcrboloïdc   à  ime  nappe  est   coupé    suivant  un   cejcio 
par  un  plan  passant  par  le  grand  axe  2a ,  et  faisant  avec  le  plan  des 


.rj    un   angle  dont    la   tangente    est    1/ 


5°.  Que  riiyperboloïde  à  deux  nappes  peut  être  coupé  suivant  des 
cercles,  par  des  plans  parallèles  a  celui  qui  passeroit  par  l'axe  moyen 
2.h  ,  et    qui    fcroit    avec    le    plan  des   -yy  un  angle  dont  la   tangente 


(l      r  Ij-  c- 


seroit  „  , 

(l      r  Ij- 

Or ,  pour  chaque  cas ,  l'angle  que  fait  le  plan  qui  coupe  la  sur- 
face suivant  un  cercle,  avec  le  plan  des  ccy  ,  a,  comme  sa  tangente, 
une  double  valeur  ;  de  plus  ,  ou  a  démontré  que  toutes  les  scellons 
paralli'les  d'une  surface  du  second  degré  étoicnl  semblables  ,  et  avoient 
leurs  centres  sur  un  diamètre  5  dvnc  toute  surface  du  second  dep-e 
peut  être  engendrée  ,  clc. 

G 
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§.     VIII. 
DES  SURFACES  DU  SECOPsT)  DEGRÉ , 

LORSQUE  LES  COORDONNEES  DU  CENTRE  DE  CES  SUllFACES  DEVIENNENT  INFINIES. 

I.  L'équation  générale  de  la  surface   du   second  degré  étant 

ax^'  +  bj^  -hcz^-hdxj  +  rjz  + /"r^ -f- g-x  + /zj  +  kz -i~  i  :=o...(i). 

On  a  vu  (parag.  VII  ,  n*».  i  )  que  les  coordonnées  du  centre  de  cette 
surface  devenoient  inliuies  ,  lorsque  les  constantes  a  ,  b ,  c ,  d ,  e ,  J 
avoient  entre  elles  la   relation  suivante  : 

cW  -+-  bf^  -f-  cd-  ■=  l^abc  -h  def-  ; 

on  ne  peut ,  dans  ce  cas ,  rapporter  la  surface  à  ses  trois  axes  princi- 
paux :  mais  si  l'on  mène  par  l'un  des  sommets  réels  ,  trois  droites 
parallèles  aux  axes  ,  l'équation  de  la  surface  rapportée  aux  plans  pas- 
sant par  ces  parallèles  ,  sera  aussi  générale  que  l'équation  (  i  ) ,  et 
l'origine  des  coordonnées  ne  changera  pas ,  lorsque  le  centre  de  la 
surface  s'éloignera  à  l'infini.  Prenant  pour  sommet  réel  l'extrémité 
du  grand  axe  ia  ,  et  menant  par  ce  point  les  parallèles  aux  axes  prin- 
cipaux 2r/ ,  ne  ,  2c,    les  nouvelles  coordonnées  d'un  point  quelconque 

de  la  surface  seront  : 

oc  -^  a,  y  ,  z. 

Faisant  .r  -|-  «  =  a:' ,  l'équation  (E)  (  parag.  VTI,  n".  4)  )    deviendra  : 

b'-c'-x'^  —  zab^-Cx'  ■+-  c-a-y^  H-  o^i^=^  =  o. 

On  sait  qu'en  nommant  p  et  p'  la  distance  de  l'origine  des  coor- 
données ,  aux  foyers  des  sections  faites  dans  la  sui'face  par  les  plans 
des  xy  et   des  xz  ,   on  a  : 

b'  =  2ap  —  />"  ;  C  ^=  2ap/  —  p'^. 
Substituant    ces    valeurs   dans    la    dernière  équation  ,  et   désignant  la 
nouvelle  abscisse  a'  par  x  ,   elle  devient  : 

(  2fl/>  —/?=)[  (  2a/>'  —  p'^  )  (  X'  —  aax  )-{-  a'z^  ]  ■+ a'  (  2ap'  —  p"  )  j"  =  o. 
Lorsque  le  centre  de  la  surface  s'éloigne  à  l'infini ,  les  quantités;;,  ;/  ne 
changent  pas  :  mais  on  a  a  —  ce  ;  ce  qui  change  l'équation  en  celle-ci  : 


(  p  ) 


X»  —  ^pp'-^  +  /^'?  '  +  /^:-  =  o  ,   cl  à  cause  de 


=  o. 


a  a 

L'équation  des  surfaces  du  second  degic  dont  le  cenlrc  est  à  l'iiifiiii , 

devient  ; 

pz-'-  -\- p'y  —  /\pp'x  =  o  .    •    .  (  e). 

La  combinaison  des  signes  de  réquriiion  (  e  )  ne  présente  que   dcuï 
cas  distincts  j   celui  où  //  est  positif,  et  celui  oli  il  est  négatif. 

DU       P  A  n  A  B  o  L  o  ï  D  E      E  L  L  I  P  T  I  Q  U*. 

p' 

2.   Premier  cas.  .    .     .     s-  =  /{p'jr  —   y^  .    .    .  (('). 

Les  trois  sections  principales  ont  poiu*  équations  : 


r'  —  ^px  ;  z'  =  4//jc  ;  ~  ^J  y      —■ 

Les  deux  premières  sections  sont  des  paraboles  dont  les  branches  di- 
vergent du  même  côté  de  l'espace  ;  elles  ont  respectivement  pour 
paramètres  p  et  //  :  la  troisième  section  est  imaginaire  ;  ce  qui  in- 
dique que  la  surface  ne  s'étend  que  d'un  seul  côté  ,  au-delà  du  plan 
des  yz. 

Toute  section  faite  dans  cette  surface  parallèlement  au  plan  des  yz , 
est  une  ellipse  ;  c'est  pour  cela  que  nous  avons  nommé  cette  surface 
paraholoïde   elliptique. 

Lorsque  p  ^=  p' ,  l'équation  (c)  appartient  au  paraboloide  de  révo- 
lution. 

Si  la  parabole  :^  =  /^p'x  se  meut  parallèlement  à  elle-même  ,  de 
manière  que  son  sommet  parcoure  la  paraJjole  j"-  =  J^pjc  ,  elle  en- 
gendrera le  paraboloide  elliptique  ;  car  l'équation  (e)  est  le  résultat 
de  l'élimination   de  l'arbitraire  u  entre  ces  deux  équations  : 

p' 
z^  =  l^p'x T-  "'  J        J  —  <^- 

DU   PARABOLOÏDE   HYPERBOLIQUE. 
p' 

5.  Second  cas  :   z^  =  —  j^  —  ^p'x  .    .  .  (c') 


Les  scellons  principales  ont  pour  équations  : 


r-  =  '\p^'  ~-  =  —  kP 


.,.:-.  ^,  y  IL, 

-   ^      p 


Les  deux  premières  sections  sont  des  paraboles  dont  les  branches 
divergent  de  côtés  différens  par  rapport  au  plan  des  acz  ;  elles  ont 
respectivement  pour  paramètres  p  et  p'  :  la  troisième  section  est  le 
ystème  de  deux  lignes  droites,  faisant  avec  l'axe  desj  un  angle  dont 


la  tangente  est 


y  jL.  .„ 

p 

Toutes  les  sections  faites  dans  la  surface  parallèlement  aux  plans  des 
xz  et  des  yz  ,  sont  des  hj'perboles  ;  c'est  pourquoi  nous  l'avons  nommée 
paraboloïde  iirperholùjue. 

Si  la  parabole  z"-  =  —  /\p'  ^  se  meut  parallèlement  à  elle-même  , 
de  manière  que  son  sommet  parcoure  la  parabole  j)^  =  4 /'-^^  '  ^^l'e 
engendrera  ce  paraboloïde;  car  l'équation  (e')  est  le  résultat  de  Téli-r 
mination  d'une  indéterminée  w  entre  les  deux  équations 

p  '  .  ' 

Le  paraboloïde  hyperbolique  a  encore  une  autre  généi-ation  :  il  peut 
être  engendré  ,  comme  lliyperboloïde  à  une  nappe  dont  il  est  un  cas 
particulier,  par  une  droite  cjui  se  meut  sin*  trois  autres  ;  mais  ces  trois 
dernières  sont  parallèles  à  un  même  plan.    .  - 

Soit  ........    a;  =:  ar  ■+- S  ,  _        ..:,': 


l'une  des  équations  de  la  droite  génératrice  considérée  dans  une  posi- 
tion quelconque.  Eu  la  combinant  avec  l'équation  [é)  ,  celle-ci  devient 


z-  ——  {r-  —  4'>''PJ  —  4/'^)- 
P 

Si  la  droite  est  sur  la  surface,   le  second  membre  de  cette  équation 
dgit  être  un  carré  parfait,  c'est-<à-dirc  qu'on  doit  avoir 

—  4;j,S  =  (2  «/')'-  ,    ou  ,3  =  —  a,- p. 


(  45  ) 

Celle  valeur  de  iÊ  étant  réelle  ,  les  équations  de  la  droite  génératrice 
sont  , 
*  X=  aj  —  crp  \  ^  =  H/  —  «■T  ) 

a  la  même  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  des  xv  ,  corres- 
pondent deux  projections  sur  le  plan  des  yz;  d'oîi  il  suit  que  la 
surface  de  l'équation  (e')  peut  être  engendrée  de  deux  manières  diffé- 
rentes ,  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  trois  droites  données 
par  les  équations  (</)  ,  ou  par  les  équations  (</')  ;  mais  les  coenicicns 
de  j-  dans  les  deux  systèmes  d'équations  en  j  et  ?,  sont  indépendantes 
de  la  quantité  x,  qui  correspond  à  une  position  déterminée  de  la  géné- 
ratrice; donc  cette  génératiùce  est  constamment  parallèle  à  l'un  des  deux 


plans 


-y  1/       — — -^  2  =  —  r  y      — — ■>  cl  les  droites  qui  dirigent 

son  mouvement  ,  sont  nécessairement    parallèles  à   l'un  ou  l'autre  de 
ces  plans. 

On  prouveroit  par  un  calcul  seml^laltle  à  celui  du  parag.  précédent, 
n".  g ,  que  les  deux  paraboloïdes  peuvent  être  engendrés  par  un 
cercle  variable   de  rayon  ,    et  constamment  parallèle  à  un   même  plan. 


(*)  L'équation  x  =  «j>-  ^  ap  est  celle  d'une  tangente  à  la  parabole  y^z=./^px. 
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PREMIERE  NOTE  (*). 


J_i'ÉQUATiON  générale  des  surfaces  du  second  degré  étant  : 

ax'--'-^  hr"--i-cz"-~i-tlv'j'  -}-er'z'  +fx'z'+sx'+/r)-'  +  lz'+  1  =  0 (<j) , 

et  les  axes  des  x',  j',  z'  étant  supposés  rectangulaires  ,  on  peut  par  la 
transfoi-malion  des  coordonnées  ,  réduire  cette  équation  à  la  forme 
Lcc^  -h  3I)-'^-\-Nz-  -f-  I  ==  o  ,  sans  cesser  de  prendre  les  plans  des  coor- 
données perpendiculaires  entre  eux. 

Pour  démontrer  celte  proposition,  nous  supposerons  d'abord  que 
les  nouvelles  coordonnées  a: ,  j- ,  z ,  ont  même  origine  que  les  primi- 
tives x'  ,  y  ,  z' ,  el  que  les  axes  des  x  ,  y  ,  z  sont  déterminés  de  posi- 
tion par  les  trois  angles  qu'on  a  nommés  (  parag.  V ,  n°.  5  )  4 ,  6  ,  ?  ;  de 
plus  pour  simplilier  les  calculs  ,  nous  fei'ons  l'angle  p  égal  à  zéro  ,  ce 
qui   réduira  les  formules  du  numéro  cilé  j  à 

or'  t=  a:  cos.  4  +  J  cos.  6  sin.  4  +  ^  sin.  6  sin.  4  , 
j' =. — ce  sin.  4  +j  cos.  9  cos  4+3  sin.  6  cos.  4  5 
z' =  — j-  sin.    9   -f-  =  cos.  6. 

D'où  l'on  tirera  les  valeurs  suivantes  : 

x'"  =  2  sin.  6  sin.  4  cos.  4  ^'^  -h  2  sin.  6  cos.  S  sin.  4*J'^  +  etc. 
7'^  =  —  2  sin.  6  sin.  4  cos.   4  •^^^  4-  2  sin.  ô  cos.  9  cos. 4"  r~  +  etc. 
a:'y=  (sin.9cos.  4^-  sin.  9  sin.  ■^'')xz-i-2  sin.  9cos.  9sin.4cos.  472+etc. 
/'z'  =  —  sin.  4  cos.  9  a:c  -+-  (cos.  9'  cos.  4  —  sin.  9'- cos.  -l)  yz^eic. 
.x'z'  =  cos  6  cos.  4  ^^  +  (cos.  9'  sin.  4  —  sin.  9^  sin.  4)^^  "+-  etc. 


(*)  Par  MM.  Poisson  et  Hachette. 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a) ,  on  aura  une  équation 
du  second  degré  en  x  .  y  ,  z  ,  dans  laquelle  les  coeOiciens  des  variables 
renfermeront  les  angles  4  et  ô  j  et  si  l'on  égale  à  zéro  les  coefficiens  des 
rectangles  xz  eijz  ,  ce  qui  donnera  les  équations 

2  (a — b  )  sin.  <  sin.  ij/  cos.  ■J'+cos.  6  (fcos.  -^ —  e  sin  ■^  ) —  d  sin.  6  (sin.  i^-*  —  coi.  4/")  ==  o. .  •  •  (b), 
2sin.  ecos.  S  (asin.-vj/'  +6  cos.  4'''+'^sitt-4'COS.\I/-c-)-(sin.  i'-cos.r-){fsin.^-{-e  cos. •4^)=.  o. .  ••(O) 

les  valeurs  de  4  et  G  déterminées  par  ces  équations  seront  réelles  ;  en 
eflet,  divisant  les  équations  [ù]  et  (c)  ,  la  première  par  cos.  9  et  la 
seconde  par  sin.  9  cos.  6 ,  elles  deviennent  : 

Sin   ô  sin •  ^ 

2  (a — b)sin.  -d-cos.  ■!. '■ d  — '■ —  (sin.  J/'  — cos.  ■i^')-hf  cos.  •>}/  —  esin  J/  =  o (//'), 

\  '  ^  ^    COS.  S  COS.  e    ^  -r  I    I  J  T  T  \     J) 

2  («sin.J/'+^cos.-i'+'^siii.il'COS.  ■l-c)—( —  -  .   '      )(  Ai°-4+  ecos.  ■4/)=:o (c'). 

\cos.  i         sin.  0  y  -^ 

_,,         .       ,,,   ,            sin.  J  c  sin.  J/ — fcos.-l' 

L  Équation  (6')donne =:  tang.  0  = 


COS.  S  2  (a-i)  sin.  4  cos.  ^ — r/{  siu.  •>]/'  — cos. -vj/') 

Substituant  cette  valeur  de  tang.  g  dans  l'équation  (c')  ,  elle  devient  : 

2  (  a  sin.  -^^  -^-  l>  COS.  4''  ■+-  dsin.  4  cos.  vj/ —  c  )  c  sin.  i]/ — fcos.  -^ 

y'sin.  Tl'-ff  cos.  i}/  2  (a-Z'ysin.  4cos.4-(/(sin.-J/"-cos.4'-) 

2  (  fl — b)  sin.  4  COS.  4  —  d(  sin.  4'*  —  cos.  -i/'  ) 

■■Il  — ^'  ou 

c  sin.  4'  — y"cos.  4' 

(/sin.  4*  +  <^  COS.  4)1  (<^  S'"'  4--y"cos.  4)'-r2(fl-6)sin.4'COS.  4'-«'(si»'4'''~cos-4')  ]    I 

=  2(esin.  4 — /cos.4)(2(« — i  )  sin.4/cos.4 — <^/ (  sin.  4^ — cos.  4°  )  )  '     •     •    • 
(«  sin.  4"-+-^  COS.  4' "4-  <'siu.  4  cos.  4  —  c  )  ,      ou 

(/sin.  4+ecos.4)  (e  sin.  4 — ./cos.  4  y-(^{a — />)  sin.  4 cos.  4 -f'(siu.4"-cos.  4^)  } 

I     (2  {a — b)  sin.  4  cos.  4 — f/ (sin.  4' -  cos.  4'')  (/^in- 4  +  e  cos.  4  )    | 
1-1-2  (  e  sin.  4  —y  cos.  4  )  («  sin.  4''  +  b  cos.  4  4-  d  ^n.  -4^  cos.  4  —  c  j     1 
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Divisant  celte  équation  par  cos.  4'^  on  a:     '  '     '. 

V^'eos. -4.^     /\      COS. -4.     -^J  ■*-    \^    V         -COS..}/  Vcos.,].^      /y 

[(,(._,)  fi:i4_yii!i4:-.)y/!i!i4  +  .)4. 

LV  COS.  -4/       Vcos.  ■4/-'        /y  \     COS.  -4/        y 

/esin.  4.        \    /  sin.  ^-^    ,    ,     ,    '/sin.n}/  c      \-| 

„  .  sin.  4/  ,  ,   ,  ,1  ^ 

laisanl  =  tang.  4':^  u  ,  ce  qui  donne cos.  -l^  =  , 

COS.  4/  b    r  ;         1  ^  j  4,  ,;^  ' 

celle  dernière  équation  devient  : 

[fu  +  e){eu^fy---^('2u{a-b)-chr'  +  .i^ 

rf2u{a-b)-dtr--ird\  {fu-\-c)  +  i[eu-f)  (au---[-  h^du-c{\  +  ir-)^l=:o. 
En  effectuant  les  multiplications  ,  on  a  :  ." 

{fu  +  e){eu  —/y ^-  f-u  (  a—b  )  —  dir  +  J^  r"!;'  {de  -f  2./—  2//)  f  .  . 

-}-de-\-2.cf — 'ibf-\-u''[iae — icc — df)-\-o:ae—^ce—dj\  =0  ,  .    _- 

équation  qui  se  réduit  à  :  • 

{fu-\-e){eu-ff--(iu{a-b)-dir-\-it\  (  de-\-  icj-2bf.  -\-u  {2ae  -  2ce-  df)\r^o.    {il). 

Or  ,  celle  équation  (d)  étant  du  troisième  degré  ,  donne  au  moins  une 
valeur  réelle  pour  tang.  4;  et  l'angle  v|/  étant  déterminé,  l'équation  (h)  qui 
n'est  que  du  premier  degré  par  rapport  à  tangente  S  ,  donnera  aussi 
une  valeur  réelle  ^îour  celle  tangente.  Ainsi  par  celle  première  trans- 
formation ,  l'équation  (a)  sera  réduite  à  la  forme 

Ajc'^-irBr--^-Cz'--irDjz->r-Gji-^FIy-^Kz-\-i  =0.  .    .    .  {c).     ■.    ; 

Maintenant  il  sera  facile  de  faire  disparoîlre  le  rectangle  ccy ,  et  il  suf- 
fira pour  cela  de  changer  la  direction  des   axes  des  x  et  des  j  dans 
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leur  plan  ;  car  si  l'on  appelle  a^^  lH  ;^  les  uouvclles  coordonnées  ,   et 
l'anole  que  fait  l'axe  des  j^j  avec  celui  des  :f ,  un  aura  : 


:X 


.  sin.  <f — ,7'/Cos.  (?  ,  et  j"  -=  x,  <  os.  ?  -\~Ji  ^in.  ?  ; 


or  ,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  -r  et  y  dans  1  équation  (e)  ,  et  qu<» 
l'on  égale  à  zéro  le  coefficient  du  rectangle  -^^  i ,  ,  ontiouvcra  : 

2  sin.  ^  cos.  ^  (i?  —  A)-\'D  (sin.  ç'  —  cos.  ^'  )  =r  o, 

ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose  , 

{Ji  —  A)  sin.  :>.?-+-/>  cos.  2  ?  ^^  o, 

équation  qui  donnera  une  valeur  réelle  pour  taug.  1  <p. 

Enfin  ,  on  sait  qu'eu  cliangeant  l'origine  des  coordonnées  ,  on  peut 
faire  disparoîlrc  les  termes  de  première  dimension  par  rajiport  aux 
variables;  et  cela  fait,  l'équation  (a)  sera  réduite  à  la  forme 

Lx-  ■+-  Mf^  4-  iVc^  Hf-  1  =  o  , 

les  coordonnées  x  ,j-  et  z  étant  rectangulaires. 

II  suit  de  là  que  les  surfaces  du  second  degré  ont  trois  plans  diamé- 
traux conjugués  qui  sont  perpendiculaires  entre  eux  ;  mais  ou  pourroit 
demauder  si  ces  surfaces  ne  peuvent  avoir  que  trois  de  ces  plans.  Or  ,  il 
est  visible  que  l'équation  (d) ,  qui  détermine  la  tangente  de  l'angle  que 
fait  l'intersection  du  plan  des  jo  et  y  et  du  plan  des  a  '  et  7  '  avec  Taxe 
des  oc' ,  doit  avoir  autant  de  racines  réelles  que  les  surfaces  du  second 
degré  peuvent  avoir  de  plans  diamétraux  conjugués  et  rectangulaires  : 
donc  ,  puisque  cette  équation  est  du  troisième  degié  ,  les  surfaces  ne 
pourront  avoir  plus  de  trois  de  ces  plans  ;  réciproquement ,  puisque  les 
surfaces  ont  en  efl'et  trois  de  ces  plans^  les  trois  racines  de  l'équation  (tf) 
seront  réelles  ;  en  sorte  qu'au  moyen  de  cette  équation  et  de  l'équation  (6), 
on  poxura  déterminer  d'une  manière  fort  simple  ,  non-seulement  la 
position  du  plan  des  x  ei  y  ,  mais  aussi  celle  des  deux  autres  plans 
diamétraux  conjugués  et  rectangiUaires, 


/  r. 
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SECOJNDE  JNOTE. 

Quelle  que  soit  la  surface  engendrée  par  une  droite  ,  et  dans  quelque 
position  qu'on  considère  sa  génératrice  ,  elle  a  pour  surface  normale 
le  long  de  cette  génératrice  ,  une  des  sur/aces  du  second  degré  qu'on 
a  nommées  paraboloïdes  liyperboliqucs. 

Pour  démontrer  cette  proposition  ,  soient: 

a:=^uZ-\-(px   (i).  j-  =  ca4-i|^7ra  (2). 

Les  équations  d'une  droite  mobiJe  ,  p  ,  4  >  'r  étant  des  signes  de  fonc- 
tions quelconques;  il  s'agit  de  prouver  que  la  surface  dont  l'équation 
résulte  de  l'élimination  de  «  entre  les  équations  (i)  et  (2)  ,  a  pour 
surface  normale  le  long  de  la  génératrice  qui  correspond  à  une  va- 
leiu"  quelconque,  mais  déterminée  de  a,  un  paraholoïde  hyperbolique. 

So'il  d:  =  pdj: -\- qdy  l'équation  diflérentielle  de  la  surface  générale 
représentée  par  les  équations  (i)  oi  (2). 

Différenciant  chaque  équation  (i)  et  (2)  par  rapport  a  ao ,  et  par  rap- 
port h  y,  et  considérant  «comme  une  fonction  de  x  ety ,  on  aura  quatre 
équations  aux  différences  partielles  ,  qui  donneront  les  valeurs  sui- 
vantes : 


/  <^7as  N  I  —  a.p       —  p^  /"  dx  -s 

yd^J"^  r-h?'  "^  z-l'-hrr'  '  \d^) 


-xq  I  — qi 


-|'-+-V  V</,y         z-^<p'        z^ 


~i' 


Ou  remarquera  qu'en  multipliant  la  valeur  de  ;^>  par  «,  la  valeur 
de  q  par  4-  >  et  les  ajoutant  on  a  :  a^  -f-  ^  4  =  i  pour  l'une  des  équa- 
tions aux  différences  partielles  du  premier  ordre  de  la  surface  géné- 
rale engendrée  par  une  droite ,  ainsi  que  Monge  l'a  trouvée  par  des 
considéi'ations   géométriques. 

Soient       A  —  ^r-f- (Z  — .-);?—:  o.      J' — y-\-\^Z — -)<7  =  o. 


(  5.  ) 

Les  équations  de  la  normale  en  uu  pf)iiit  de  la  gcnéralrice  corres- 
pondante k  a;  Xjf  ,  z  étant  les  coordonnées  de  ce  point,  et  X,  V ,  Z 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  normale. 

Mettant  pour  p  et  «7  leurs  valeurs  données  en«,  pour  a;  ct^  leurs 
valeurs  en  z  données  par  les  équations  (i)  et  (2),  les  équations  de  1h 
normale  deviennent  : 

Multipliant  tous  les  termes  de  l'équation  (5)  par  «,  ceux  de  l'équa- 
lion  (4)  par  4  ?  et  les   ajoutant,  on  a  : 

c{.x  —  xz  —  ç>)-{-{Y—z^—7v)i-{-Z—z  =  o;         (5) 

équation  qui  exprime  que  la  normale  est  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  des  équations  (i)  et  (?.)  ,  et  d'où  l'on  tire  pour  z  la 
valeur  suivante  : 

z  =  «(A— ?)  +  (]'— 7r)4-hz:  I-t-^,'^-.|^ 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (5)  ou  (4)  ,  l'équation  résul- 
tante en  X,  y,  Z  est  du  second  degré  et  appartient  à  un  pnraholoïdc 
hyperbolique ,  car  toutes  les  normales  sont  parallèles  au  plan  de  l'équa- 
tion (5) ,  qui  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  correspondante  à  «. 

En  faisant  tourner  le  paraboloide  normal  autour  de  la  génératrice 
qui  ,  sur  la  surface  générale ,  coi-respond  à  «  ,  il  devient  tangent  ;  or 
il  y  a  une  infinité  à' fiypcrholoïdes  à  une  nappe  qui  ayant  une  droite 
commune  avec  un  paraboloide,  peuvent  le  toucher  suivant  cette  même 
droite  ;  donc  quelle  que  soit  la  surface  engendrée  par  une  droite  ,  et 
dans  quelque  position  qu'on  considère  sa  génératrice  ,  elle  pourra  être 
touchée  le  long  de  cette  génératrice ,  par  une  infinité  de  surfaces  du 
second  degré ,  du  genre  de  celles  qu'on  a  nommées  hjperholoïdes  à 
une  nappe  ;  et  parmi  ces  hyperboloïdcs  ,  il  y  en  a  un  dont  le  contact 
avec  la  surface  générale  est  du  second  ordre. 
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EXPLICATION  DES  FIGURES. 


SURFACES  DU  SECOND  DEGRE. 

*       -  Ellipsoïde ,  Fig.  (A). 

(i)  est  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  des  ry  ; 

(2)  sa  section  par  le  plan  des  x:  ; 

(3)  sa  section  par  le  plan  des  yz. 

Ces  trois    sections  sont   des  ellipses  dont  les   axes  sont  aa,  2i,  2Cj   on 
SS',  S"S",  S"S^. 

S,  S' ,  S"  ,  S'",  5",  5'  sont  les  six  sommets  réels. 
Si  du  point   O' ,  comme  centre  ,   avec  un  rayon  OS"  =  AO'^:=b  ,  on  décrit 
ini  arc    de  cercle  cjui  coupe  l'ellipse  (2)  au   point  ^  ou   a  ,  les  deux  droites 
u4A'  et  OO'  ou  aa'  et    OO'  déterminent  la   position  des  plans   qui  coupent 
rellipsoïdc   suivant  un  cercle. 

Hjperboloïde  à  une  nappe  ,T\g.  (B).  '    ;     ■ 

Le  plan  des  xy  coupe  cette  surface  suivant  l'ellipse  (i):  les  plans  des  xz 
et  des  j'z  la  coupent  suivant  les  hyperboles  (2)  et  (3).        .  .       . 

iS,  5' ,  5"  ,  S'"  sont  les  quatre  sommets  réels. 

Si  du  point  O",  comme  centre  ,  avec  un  rayon  0"A  ■=.  OSz=ti ,  on  décrit 

une  circonférence  qui  coupe  l'iiypertole  (3)  au  point  A  ou  a ,  les  deux  droites 

AA'  et   OO"   ou  aa'  et   OO"  déterminent  la  position  de  plans  qui   coupent 

l'hyperboloïde  suivant  un  cercle.  .!••  .  '  ' 

Les  droites/^,  Jik  y  An  ,  tangentes  à  l'ellipse  (1)  ,  et  leurs  correspondantes 
f'g' ,  h'k' ,  l'm'  ,  etc.  tangentes  à  l'hyperbole  (2) ,  sont  les  projections  de  la 
droite  génératrice  de  l'hyperboloïde  ,  considérée  dans  différentes  positions. 

Hjperholoïde  ù   deux  nappes ,  Fig.  (C). 

Les  plans  des  xy  et  des  xz  coupent  cette  surface  suivant  les  hyperboles 
(1)  et  (2). 

.S,  S'  sont  les  deux  sommets  réels. 
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AA'  ou  aa'  est  la  tiroite  (|ul  détermine  la  position  du  plan  qui  coupe  la 
surface  suivant  un  cercle  ,  ce  plan  étant  perpendiculaire  à  celui  des  xz. 

Paraholoïde  elliptique  j  Fig.  (D). 

Les  paraboles  (i) ,  (2) ,  sont  les  sections  de  la  surface  par  les  plans  des  xy 
et  des  xz. 

Le  sommet  5,  commun  à  ces  deux  paraboles  j  est  l'origine  des  coordonnées. 

sti  s'i'  ^  3"^"  J  etc.  sont  les  traces  des  plans  parallèles  au  plan  des  jrz,  qui , 
comme  ce  dernier ,  coupent  la  surface  suivant  la  parabole  (a) ,  dont  le  som- 
met se  trouve  successivement  en  S,  s,  i',  i",  etc. 

Paraholoïde  hjperholique ,  Fig.  (E).  ''♦•v 

Les  paraboles  (1),  (2)  sont  les  sections  de  la  surface  parles  plans  des  ay 
et  des  xz.  Les  axes  de  ces  paraboles  sont  les  axes  des  coordonnées. 

Les  deux  droites  tt',  tt'  ,fig.  (3),  résultent  de  Pintersection  de  la  surface  par 
le  plan  TST'  des  yz. 

ts,  t'a'  ^  t"6" ,  etc.  spnt  les  traces  des  plans  parallèles  au  plan  des  xz  ,  qui 
coupent  la  surface  suivant  la  parabole  (2)  ,  dont  le  sommet  se  trouve  succes- 
sivement en  s  ,  s'  ,  s"  ,  etc. 

Les  droites  /g,  hk  ^  Im  ,  etc.  tangentes  .\  la  parabole  (i)  ,  les  parallèles 
f'g'i  ,  h"k'i ,  l'im'i  ,  etc.  ,  fg.  (3)  ,  les  droites  /'g',  h'k' ,  /'m' ,  etc.  tangentes  à 
la  parabole  (2)  ,  sont  les  projections  de  la  droite  génératrice  de  la  surface  si\,r 
les  trois  plans  rectangulaires. 
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